A maior parte dos mitrocomputadores dispde actualment
resolucdo visual e de instrucdes graficas que permiten

a representagao tridimensional,

Esta obra propde-se, com o concurso de numerosos exemplos
coiicretos, familiarizar o leitor com todos os aspectos do glafisfno
a trés dimensdes. A perspectiva cavaleira, a perspectiva cénica, a
representacdo dos prismas, pirdmides, cones, cilindros, poliedros
regulares, superficies de equagio z = f (x. y) séo alguns dos
tépicos abordados ao longo dos capitulos. Os programas, muito
acessiveis, foram desenvelvidos no ZX Spectrum, mas sdo facil-
mente transponiveis para muitos outros tipos de computadores.
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PREFACIO

Os programas apresentados nesta obra deverdo permitir, espero,
ao leitor ndo especialista iniciar-se em diferentes aspectos do grafismo
a trés dimensdes: representacdo de objectos usuais em perspectiva,
eliminacao das partes escondidas 2 vista, visualiza¢do de superficies
diversas, etc.

Realizado em Basic ZX Spectrum, cada um destes programas uti-
liza apenas duas instrugoes graficas: PLOT e DRAW.

Para tragar um segmento de extremidades M;=(xi,y:) e
M: = (X,,y») faz-se:

PLOT X1,Y1 : DRAW X2-X1, Y2-Y1

Para passar estes programas para outro microcomputador, bastara
substituir estas duas instrugcdes pelos seus equivalentes.
Faremos por exemplo:

— LINE (X1,Y1)—(X2,Y2) em MO05 e TO 7/70
— CURSET X1,Y1 : DRAW X2-X1, Y2-Y1 em Oric-Atmos
— PLOT X1,Y1 : DRAW X2,Y2 , ou ainda
PLOT X1,Y1 : DRAWR X2-X1, Y2-Y1 no Amstrad
— HLINE (X1,Y1) TO (X2,Y2) no Apple Il E.

Algumas outras alteragdes se tornardo sem duvida necessarias:

Escrever Sin (x) em vez de Sin x, suprimir a instru¢do LET, ter em
conta uma resolugdo grafica diferente, etc.

Como se vé, nada verdadeiramente dificil.

Os conhecimentos matematicos necessarios a leitura desta obra
ndo séo de nivel elevado. As fungbes trigonométricas habituais, uma
boa familiarizagdo com as coordenadas cartesianas, a manipulagao
elementar dos vectores deverdo bastar. Todas as outras nogdes utili-
zadas — produto vectorial, produto escalar, bases — sdo explicadas
ao longo da obra.

Devido a lentiddo da Basic, certos aspectos do grafismo a trés
dimensdes ndo foram aqui abordados. A animacédo necessita de 24
imagens por segundo e pressupde portanto o recurso a uma lingua-
gem assembly.



A coloragdo de superficies, o desenho de sombras, a obten¢do de
texturas e de transparéncias exigem demasiadas operagdes para
serem consideradas num microcomputador de tipo familiar. Talvez
mais tarde, quando dispusermos de 32 bits. . .
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GENERALIDADES SOBRE GRAFISMOS
A TRES DIMENSOES

A expressao «grafismos a trés dimensdes» designa o conjunto de
métodos que permitem criar, gragas a meios informaticos, vistas em
perspectiva dos objectos mais diversos.

Distinguem-se principalmente dois tipos de imagens 3D:

— As imagens de arame utilizadas em CAD (Concepgao auxi-
liada por computador). O objecto a representar € esquema-
tizado por uma superficie poliédrica de que se desenham
apenas as arestas (figuras 1 e 2).

Fig. 1



Fig. 2

A este tipo de imagem ligam-se também as representagbes de
superficies matematicas (fig. 3).
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— As imagens de sintese apresentam um caracter realista muito
mais completo (figuras 4, 5, 6, 7).

A criagdo de uma imagem tridimensional € um processo longo e
complexo que engloba trés etapas:

— descrigdo numeérica do objecto a representar;
— calculo da imagem;
— produgédo dessa imagem num terminal grafico.

Fig. 4



Fig. 5

Fig. 6

14

Fig. 7

1 Descrigdo de um objecto

Para dar uma imagem a trés dimensdes de um objecto qualquer,
é necessario realizar uma maqueta numérica desse objecto. Os dados
necessarios seréo de dois tipos: os dados geométricos e os dados de
cor.

1. Os dados geométricos

Estes dados permitem definir a forma do objecto, a posi¢do do
observador, o &ngulo do campo de viséo, etc.

Utiliza-se a geometria analitica: um ponto do espago é represen-
tado por trés coordenadas, uma recta por uma representagéo para-
métrica, um plano por uma equagao.

15



As superficies mais complexas sdo decompostas em superficies
elementares, em geral tridngulos ou quadrilateros (figura 8).
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2 O céiculo de uma imagem

Este calculo é efectuado em duas etapas.

1. Primeira etapa

A primeira etapa consiste em calcular a perspectiva do objecto.

Fig. 8. — Representacdo «em arame» de uma molécula de etileno (C2Ha). Trata-se de assoclana ca_da pontp (x, y, z) do espacoun ponto (u, v)
(Doc. SOGITEC). de um plano de projecgéo anteriormente escolhido.

S&o possiveis diversas solugdes. Pode-se até simular uma objec-
tiva fotografica de tipo «olho de peixe», ou deformagoes de qualquer
- tipo na geometria da imagem.
2. As coordenadas de cor
R o . 2. Segunda etapa
: c;aferem-se ao\aspecto das superficies. Procura-se simular a tex-
ura dos materiais, os reflexos, as transparéncias, as sombras projec- alcul a i
! ! 4 ! , procede-se a coloragéo das diferen-
tadas e, naturaimente, as cores propriamente ditas. Na segunda parte do calculo, procede-se ¢ao das
Na figura 9 mostra-se uma simulagéo de reflexos.
16

tes superficies em fungéo dos dados de cores, assim como a elimina-
¢fo das partes escondidas do objecto.

17



3 Produgdo da imagem

Uma vez calculada a imagem, resta ainda efectuar trés operacgdes:

— Corte do objecto;
— Enquadramento;
— Tragado propriamente dito.

1. Corte da imagem

Conforme a posi¢do do observador, certas partes do objecto
encontram-se situadas fora do seu campo de visdo.

Nem todas as partes calculadas se encontram portanto numa posi-
cao visivel, sendo entdo necessario cortar a imagem.

2. Enquadramento

Todos os pontos do objecto sdo conhecidos pelas suas coordena-
das no plano de projeccdo. Normalmente, ¢ necessario ampliar ou
reduzir as dimensGes desta imagem, de modo a adapta-la ao tama-
nho do visor. Esta operagédo sera designada por «enquadramento» da
imagem.

3. Desenho do objecto

A duragéo desta Ultima operagdo pode ser extremamente variavel
conforme se desenhe ou ndo ponto a ponto, ou se dé cor aos objec-
tos ou nao.

4 Accéo sobre a imagem

Para que uma imagem se apresente a trés dimensées, nao basta
que restitua de maneira conveniente a profundidade e o relevo; é tam-
bém necessario poder transforma-la de maneira interactiva.

A partir do teclado, deve poder efectuar-se trés tipos de manipula-
goes:

1. Deve poder alterar-se as condigdes em que é visto o objecto
representado: posigdo do observador, condi¢gdes de ilumina-

_ ¢ao e visibilidade, etc. J
2. Deve poder modificar-se a posi¢do do objecto utilizando dife-
rentes tipos de deslocamentos, principalmente translagées

18

e rotagdes. Assim, a figura 10 representa, apos desloca-
mento, 0 mesmo objecto da figura 9.

3. Pode igualmente modificar-se a coloragdo das superficies,
utilizando mesmo cores «falsas».

Fig. 10

5 O material

Para produzir imagens de sintese, uma empresa como a Sogitec
francesa utiliza um gerador de imagens composto por dois computa-
dores.

O primeiro é uma maquina de uso geral com 512 Kbytes de memo-
ria RAM, utilizando um disco de 80 Mbytes.

O segundo é uma maquina de calculo rapido.

Este conjunto permite criar imagens com 16 milhGes de tonalida-
des, ou tratar 20 000 faces para proceder a eliminagdo das partes
escondidas. O tempo de calculo das imagens depende da sua com-
plexidade e varia entre alguns minutos e varias horas.

Depois de calculadas, as imagens séo transferidas para uma
memoria numérica e restituidas a cadéncia de 25 imagens por
segundo.
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2
COORDENADAS CARTESIANAS — VECTORES

O espaco fisico é descrito como um conjunto de pontos.

A escolha de um referencial apropriado permite definir a posigéo
de um ponto qualquer gragas a trés coordenadas.

A qualquer par de pontos (A, B) pode-se sempre associar um

i
vector que serd denotado por AB: esta possibilidade transforma o
célculo vectorial num instrumento particularmente cémodo.

Neste capitulo, vamos portanto proceder a apresentagao de algu-
mas regras fundamentais relativas a referenciais, bases e operagoes
sobre vectores.

1 Coordenadas cartesianas

1. Consideremos, no espago, trés rectas graduadas com a mesma
origem 0, perpendiculares entre si (figura 1).

Estas trés rectas graduadas formam um referencial cartesiano orto-
gonal; o ponto 0 é a origem do referencial.

Se as graduagdes forem as mesmas em cada um dos eixos do refe-
rencial, este é ortonormado.

2. Qualquer ponto do espago é caracterizado pelas suas coorde-
nadas: a abcissa x, a profundidade y e a altitude (ou cota) z.

3. Existem duas maneiras diferentes de orientar um referencial
ortonormado: pode-se escolher o sentido directo ou o sentido retré-
grado.

Para diferenciar estas duas orienta¢des possiveis, é pratico recor-
rer a um observador colocado ao longo do eixo OZ, com os pés em
O e a cabega na direcgdo Z. Este observador olha na direcgdo OX.

Se vé o eixo OY para a sua esquerda, o referencial é considerado
no sentido directo (figura 2).

Se vé o eixo OY para a sua direita, o referencial é considerado no
sentido retrégrado (figura 3).

4. Ao longo deste livro utilizar-se-d4o sempre referenciais no sen-
tido directo.

Por convencéo, o eixo OZ designara sempre o eixo vertical.

20

Fig. 1

Fig. 2

Fig. 3
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2 Bases ortonormadas

1. Seja OXYZ um referencial ortonormado e sejam A, B e C os
pontos marcados 1 em cada um dos eixos (figura 4).

Fig. 4

— —» —
Os vectores OA, OB e OC tém um comprimento unitario: sdo
vectores unitarios.

- -

Facamos OA= i, OB= j e OC = k; diremos que os trés vectores

- - -
i, j e k formam uma base ortonormada do espago.

2. Sendo o espago organizado relativamente a um referencial or-

- =

tonormado (O, i, j, k), seja M=(x, y, z) um ponto qualquer. Cha-
memos m & projecgéo ortogonal de M sobre o plano OXY, H a projec-
¢éo ortogonal de m sobre o eixo OX e K & projecgdo ortogonal de m
sobre o eixo OY.

— —

Na figura 5 vé-se facilmente que OM=0Om +mM = OH +OK +OL.
Como OH = xT, OK = yT e OL= z?, obtemos
= - - -
OM=xi+yj +zk.
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3 Coordenadas € norma de um vector
1. Seja (O, T T T{) um referencial ortonormado e sejam

A=(Xa, Ya, Za)

B =(xs, ys, Zs)
dois pontos quaisquer.
Podemos escrever
— — = —
AB=(Xg—Xa) i +(ya—Ya)j +(2Zs=2za)K
Os trés nUmeros Xs — Xa, Ys —Ya © Zs — Za S0 as coordenadas do
—

oo s
vector AB relativamente & base (7% s k) 2>
2. A distancia entre o ponto A e o ponto B € igual a

Vixe—Xa)2 +(Ye—Ya)2 +(2a—2a)2

=W —
Este nimero representa a norma do vector AB, indicada por ||AB|.

4 Produto escalar

- = - o : - -
1. Seja (O, i, j, k) um referencial ortonormado e sejam u e v
dois vectores de coordenadas respectivas ux, Uy, Uz, € Vx, Vy, Vz.

23



O produto escalar destes dois vectores & o nimero dado por
Ux Vx+Uy Vy+UzVz

i p . - )
Este nimero é indicado por u- v.

2. Sejam U e Vv dois vectores ndo nulos. Sejam A, B e C trés

pontos tais que =
7 AB=u

— —
AC=v

- e
Os vectores u e v séo ortogonais se as rectas (A, B) e (A, C) forem
perpendiculares.
Demonstra-se que dois vectores ndo nulos sdo ortogonais se e ape-
nas se o seu produto escalar é nulo.
3. O produto escalar de dois vectores tem as seguintes proprie-
dades:

5 Produto vectorial

— —
1. Sejam u e v dois vectores quaisquer. Escolhamos trés pontos
—» - — —
A, B e C de modo que AB=u e AC=v.
Podemos associar a u e a v um vector indicado por uAv e de-
2 = —p —p
signado por produto vectorial de u por v.
- = =
Se um dos vectores é nulo, serd uAv =0.
_ = =
Se os pontos A, B e C se encontram alinhados, os vectores u e v
o v o e = =) - -—p
s80 ditos colineares, considerando-se entdo uA v =0.
-

sl :
Se os vectores u e v nao sao nulos nem colineares, os pontos A,
B e C determinam um plano (figura 6).

UAV & igual neste caso ao vector W=AD definido pelas trés pro-
priedades seguintes:

a) A recta (A, D) é perpendicular ao plano (A, B, C);

b) Um observador colocado ao longo desta recta, com os pés
em A e a cabega em D, vé AC a sua esquerda quando olha
na direcgdo de AB.

=3 =—p

¢) A norma de AD & ||AB|| ||AC|| sen a.
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2. Consideremos, relativamente a um referencial ortonormado
i
1

- =
O, i, j, k),

-_ — 3
Demonstra-se que as coordenadas de u A v sdo, respectivamente

yz'—y'z, zx' —Z'x e xy' — X'y

3. O produto vectorial tem as seguintes propriedades:

- — - —
UAV=—UAV

—r — - — = —  —
uA(v+w)=(UAV)+(UAW)

4. O produto vectorial ¢ particularmente util para demonstrar que

0s pontos se encontram alinhados ou que as rectas sdo paralelas.

Servir-nos-a igualmente para resolver o problema da eliminagao das
partes escondidas no caso de poliedros convexos (ver o capitulo 8).
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6 Mudanca de referencial

Abordaremos dois aspectos desta questdo:

. Sendoo espaco organizado por um referencial ortonormado de
sentido directo (O;, 11, 1‘, k1) como poderemos obter um novo refe-
rencial ortonormado (O;, i:, j2, 2) de sentido directo utili-
zando um dado vector U?

2. Sejam x4, y4, Z; as coordenadas de um ponto P relativamente
a um primeiro referencial ortonormado (O1, |_: 1_: l::). Como se po-
dem obter as coordenadas x., y. e z, de P relativamente a um
segundo referencial ortonormado (O, T; ]_; ‘;;)?

i. Obteng¢do de uma nova base

= ¥ > U >
Seja u um vector néo nulo. Fagamos i.=———; 0 vector i, €

3 [lull

unitario.
G T ridiras ;

Escolhamos agora um vector unitario j, tal que iz'j, =0. Diremos
que o0s vectores |2 e ]2 sao ortogonals

O sistema (|2, 32, k2= |2/\|2) responde a questao dado que kz é
unitario e ortogonal aos vectores |2 e ]2

- = —

O referencial (O, is, jo, ko) é portanto ortonormado; além disso,

tem um sentido directo.

EXEMPLO
Seja U=T+21 +2k
[lul|=V12+22+2°=3
Fagamos

i
i sera um vector unitario.

26

Seja j_;=x_i’+y_j'+zf<>
- - -

As condigdes iz j.=0 e j» unitario traduzem-se pelo sistema
K BN 22 D% x2+y?+2z%=1
*3 & 8

Considerando x =0, resta verificar y+z=0 e y?+z°=1.
De onde

Teremos entdo:
A (\f Va2 _2V2
6 6 a8

2. Calculo das novas coordenadas

Suponhamos conhecidas as coordenadas da nova base (i:, j_; l?;)
— = —
relativamente a base antiga (i1, ji, K )'

i

|2=a||1+ﬁ1jl+ ’)’1k1
- -

]2=012|1+ 5211+ ’sz1
5

k2=t¥3|1+ ﬂ3h+ ’Yak1

Demonstra-se que:

i e e =
1= aiiz+ azjo+ azks
= = = =
ji=B1i2+ Bzja+ Bs kz
- — - —
Ki=v1i2+ y2j2+ y3ka

(0 que se deve ao facto de as duas bases serem ortonormadas).
Deduz-se daqui facilmente as novas coordenadas xz, y. € z, de
um ponto M a partir das suas antigas coordenadas x1, y1, Z1.

27



A igualdade

—

—> —> —> —>
02M=0201+O1M=O1M—— 102
permite escrever:
- - - - ad =
22|2+y212+22§2=(x1-—xo) i1+ (Y1 —Yo) j1+(zZ1—20) k1, Xo, Yo, Zo

designando as coordenadas de O» no referencial (O, i—:, j_:, I::).
Tira-se daqui:

X2 =0 (X1—Xo)+ﬁ| (yy—y°)+7| (Z1—Zo)
Ya=ctz (X1—Xo) + B2 (Y1—Yo) +72 (21— Zo)
Zo=asz(X1—Xo)+ B3 (Y1—Yo)+v3 (21— 2Z0)

28
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TRANSFORMACOES PONTUAIS

Seja M um ponto qualquer do espago. Uma transformagéo pon-
tual permitira associar um ponto M’ e um s6 a este ponto M.

M’ podera ser escolhido em todo o espago ou, de maneira mais
restritiva, num plano, numa recta, etc.

As transformagdes pontuais sdo indispensaveis para dar uma ima-
gem plana de um objecto, para adaptar esta imagem as dimensdes
do visor, para descrever os deslocamentos do objecto a representar.

1 Defini¢do analitica de uma transformacgéo pontual

1. Pode-se definir uma transformagéo pontual de modo geométrico
ou analitico.

Neste ultimo caso, exprimem-se as coordenadas x’, y’, z’ e M’ em
fungdo das coordenadas x, y e z de M.

Utilizam-se entéo trés fungdes f, g e h das variaveis x, y, z tais que

xX'=f(x,y, 2)
y'=9(x, v, 2)
Z’=h(x, Y, 2)

2. Em geral, as fungdes f, g e h sdo definidas para qualquer ponto
M (x, y, z) e pontos continuos a este.
Por exemplo, as equagdes que se seguem definem uma transfor-
macao pontual afim:
X' =3x+y+x+1
y'=2x—y+z-2
Z'=—x+3y+2z+1

2 Visualizagao de um ponto no espago

1. O espago possui trés dimensdes, mas o visor ligado ao micro-
computador utilizado apenas possui duas. Para ser observado, o ponto
M do espago deve ser representado por um ponto qualquer M’ de um
plano apropriado, o plano de projecgao (figura 1).
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1. Principio

A qualquer ponto M =(x, y, z) do objecto corresponde um ponto
m =(u, v) da imagem.

Designemos por Umin € Umax 0S Valores minimo e maximo de u, €
POr Vmin € Vmax OS valores minimo e maximo de v.

A imagem do objecto encontra-se portanto inscrita num rectangulo
ABCD do visor (figura 2), de largura Umax — Umin © de altura v max — Vmin-

Associemos agora a m o ponto m’=(u’, v’) do visor (figura 2). No
caso do ZX Spectrum, deveremos ter O u’' <255 e 0<Vv' <175

(figura 3).

Fig. 1

Suponhamos que o espago é organizado por um referencial orto-
normado Oxyz e que o plano de projec¢do depende do referencial
O’uv.

Se x, y, z designam as coordenadas de M no referencial Oxyz e
se u e v designam as coordenadas de M’ no referencial O’uv, exis-
tem duas fungdes f e g tais que u=f(x, y, z) e v=g (x, Yy, 2).

Para que o relevo e a profundidade sejam correctamente traduzi-
dos, € necessario escolher f e g de modo a respeitar certas limitagoes
de natureza geométrica. Por exemplo, os pontos alinhados devem pos-
suir imagens igualmente alinhadas.

2. As solugbes possiveis sdo relativamente numerosas. Distin-
guem-se essencialmente:

— As projecgoes cilindricas, com o caso particular da perspec-
tiva cavaleira;
— As projecgdes conicas.

Estes diferentes tipos de projecgGes serdo estudados respectiva-
mente nos Capitulos 5, 6 e 15.
3 Enquadramento da imagem

Qualquer que seja o método utilizado, perspectiva ou simples pro-
jecgao, as dimensoes da imagem devem ser modificadas para adap-
tagdo ao tamanho do terminal utilizado.

30

Fig. 2

Consideremos u'=¢ (u, v) € V' =y (u, v). As duas fungdes ¢ e ¢
devem ser escolhidas de tal modo que o rectangulo ABCD seja trans-
formado num rectangulo A’B’C’D’ inscrito no visor.

Nas duas solugbes propostas, escolheremos para ¢ e ¢ fungées
afins e consideraremos u’=kq u+lz, V'=kz v+1,, onde ki, kz, 1 € 12
designam quatro numeros a determinar.
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2. Primeira solugao

Para evitar eventuais erros de arredondamento, usaremos u’ e v’
de modo a obter 1 <u’ <254 e 1<V <174,

Para nao alterarmos as proporgdes da imagem, escolheremos k,
ks, |1 e 12 de modo a que aquela ocupe a maior parte do visor.

Consideremos portanto:

1=K1 Unmin + 11
254 =K1 Umax + |2
1=k2 V min +|2
174 =Ko Vimax + 12

Teremos de resolver dois sistemas do primeiro grau, cada um com
duas incdgnitas.
Apds resolugdo, obtemos:

o 8
umax_Umln
|1=254—k1xuma,
e
i T
Vmax — Vmin
|2=174—k2XVmax
32

Consideremos entdo um programa no qual a imagem do objecto
a representar englobe n pontos de coordenadas u;, Uz, ..., Uy € Vy,
V3, w.o5 Vs

O enquadramento desta imagem far-se-a nas linhas 8100 a 8170
do programa que se segue:

Note-se que as letras U e V servem para designar as variaveis u
e v e as variaveis u’ e v'.

3. Segunda solug¢ao

O rectangulo A’B'C’D’, de altura h, e largura |,, deve, desta vez,
verificar as duas condi¢des seguintes:

— As suas proporgdes sdo as mesmas que as do rectangulo
ABCD;

— O seu centro coincide com o centro do visor, de coordena-
das 128 e 88.

. ha
Consideremos ka=—.
a
A primeira condic¢édo traduz-se por:

Vmax =V min
Ka=———
Umax — Umin
A segunda condigéo seréa traduzida por:

128=k; (”"‘“‘*”’“i")

1

128+|E“=k1 Umax + |4
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88 =k

Vv + Vmi
( max mm)+|2

ha
88+?=k2 Vmax+|2

Tira-se daqui:

ha

Vmax — Vmin

|
|1 =128+§—|1 X U max

h
|2=88+?a—|zxvma,

Resta escolher |, e h, em fungédo da relagao M.
176 largura do visor

Este numero sera igual a 2—56' ou seja, 0,6875.

Consideraremos 0,6 como valor suficientemente aproximado de
176

256
Deverao ser considerados dois casos:

1. Se k,>0,6, escolheremos h,=150.
150 0,6, donde 1,<250.

a
2. Se k, <0,6 escolheremos |, =250.

Teremos entao
Teremos entéao 2—2"‘5 <0,6, donde h, < 150.

Em todos os casos, a imagem obtida no visor estara contida num
rectangulo tendo como dimensdes 150 x 250.

Consideremos novamente uma imagem contendo n pontos de coor-
denadas respectivamente uq, Uz, ..., Up € Vy, Vz, ..., Vp.

A adaptagao desta imagem as dimensdes do visor sera feita gra-
gas ao programa seguinte, numerado arbitrariamente entre 8100 e
8230.
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4 Deslocamentos do objecto a representar

O objecto a representar ocupa uma certa posigao relativamente a
um referencial ortonormado Oxyz, sendo portanto desejavel poder
desloca-lo de modo a ser representado noutra posigéo.

Os deslocamentos podem consistir em translagées, rotagdes ou
mistos, compostos de translagées e rotagoes.

Consideremos duas posigées sucessivas Mi=(x1, y1, z1) €
Mz2=(x2, Y2, Z2) de um mesmo ponto do objecto. Em todos os casos,
existirdo trés fungdes f, g e h tais que

x2=f (X1, y1, Z1)
YZ=9(X1, Y1, Z1)
zz=h (x4, y1, Z1)

1. As translagbes

-5
Seja v um vector qualquer de coordenadas v,, vy € v,. Consi-
—> -
deremos M; My=v.
Obteremos as equagdes seguintes:

X2=X1+Vy
Ya=Y1+Vy
Z2=21+V;
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2. As rotagoes

Apresentaremos aqui as férmulas de célculo que respeitam a uma
rotacdo de &ngulo © em torno de cada um dos eixos do referencial
Oxyz.

a) Rotagdo em torno do eixo Ox:

X2=X14
X2=Y; COS ©—2, sen ©
Za=Yy; sen O+2' cos O

b) Rotagdo em torno a Oy:

X2=X; COS ©—2, sen ©

Y2=Y1
Z,=X; Sen ©+2z, cos O

¢) Rotagdo em torno a Oz:

X2=X; COS ©—y; sen O
y2=X; sen © +y; cos ©
Zo=124

Como se pode constatar, uma das coordenadas ndo se altera em
todos os casos.

As linhas de programa que se seguem permitem calcular as novas
coordenadas de um ponto em fungéo das antigas, numa rota¢éo de
angulo © em torno do eixo Oz. O facto de conservar as mesmas varia-
veis z, y e z para as coordenadas, antigas ou novas, obriga-nos a recor-
rer a duas variaveis auxiliares u e v.

3. Deslocamentos mistos

O objecto sofre sucessivamente uma rotagéo e uma translagéo, ou
uma translagao e uma rotagéo.

Sera necessario dar atengdo a ordem dos deslocamentos, dado
que o resultado final depende dessa ordem.

36

4. Deslocamentos diversos

Desloquemos um objecto da posi¢éo 1 para a posicéo 2. O deslo-
camento inverso conduz de novo o objecto para a posigédo 1 a partir
da posigéo 2.

> . - o ]
Assinalemos que o inverso de uma translagdo de vector v sera

~ - .
a translagdo de vector — v, que o inverso de uma rotagdo de eixo
A e de angulo © é uma rotagdo de eixo A e de angulo igual a —©.
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4
RECTAS E PLANOS NO ESPACO

Neste capitulo, indicaremos as representagtes analiti_cas mais habi-
tuais das rectas e planos do espago, sendo este referido a um refe-
rencial ortonormado directo Oxyz.

1 Rectas
1. Recta definida por dois pontos

Sejam A =(xa, ya, Za) € B=(Xs, ¥s, zs) dois pontos distintos e seja
A a recta determinada por estes pontos (figura 1). .
Se P =(x, y, z) for um ponto qualquer de A, existe um numero real
—

unico tal que /3’ =k AB.

Fig. 1
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— —

Como AP = OP —OA, obtemos

~ —

=
k AB=OP - OA
donde
OP =(1—k) OA+k AB

Para a projecgdo em cada eixo, obtemos:

x=(1—K) xa+kxg
y=(1—-Kk)yat+kys
z=(1—-k)za+k zp

Estas trés equagdes constituem, para k variando entre —« e
+ 00, uma representagdo paramétrica da recta A.

2. Segmento de recta

Se se fizer variar o parametro k apenas entre zero e um, obtere-
mos uma representagdo paramétrica do segmento [A, B].

3. Vector director de uma recta

.

Retomemos as mesmas notagdes do pardgrafo 1.1. O vector AB
¢ designado vector director da recta A; tem como coordenadas os
numeros

Vy=Xg— Xa
Vy=Ys—Ya
V,=Zg—2Za

4. Recta definida por um ponto e um vector director

=
Seja A=(xa, Ya, Za) um ponto qualquer e v um vector ndo nulo
de coordenadas vy, vy, V.
Definamos um ponto B de coordenadas xs, ys € zs, fazendo:

Xg=Xa+Vyx
Ye=Ya+Vy
Zgp=2Za+V;:

Dado que o ponto B € distinto do ponto A, estes dois pontos deter-
minam uma recta A.
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As equagdes do paragrafo 1.1 transformam-se em:
X=Xa+K vy
y=ya+kvy
z=2za+kv,
Estas equagdes caracterizam a recta A definida pelo ponto A e o
=
vector v.

5. Rectas paralelas e rectas ortogonais

-
Sejam A e A’ duas rectas de vectores directores respectivos u e v.
Ed
Designemos por uy, uy e u, as coordenadas de u, e por vy, vy € V,
-
as de v.

=5
1. A e A’ sdo ortogonais se e apenas se o produto escalar u -
for nulo.
Isto equivale a

5
\

Ux Vx+UyVy+UzVvz=0

- =
2. A e A’ sdo paralelas se e apenas se 0 produto vectorial uA v
for nulo.
Isto equivale a

Ux Vy—uyvx=0
Uy Vvz—uzvy=0
UzVx—uxvz=0

Se os numeros v,, vy € v, ndo sdo nulos, a condigdo anterior
pode ser escrita de forma mais simples:
Ux Uy uz

Vx Vy Vz

2 Planos
1. Equagdo cartesiana de um plano

Seja M=(x, y, z) um ponto qualquer de um plano P.

Demonstra-se que as coordenadas do ponto P satisfazem uma rela-
gao do tipo ax+by+cz+d=0.

Esta relagdo constitui a equagéo cartesiana do plano P.

Os nameros a, b, ¢ e d podem ser interpretados facilmente.
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Fig. 2

1. Consideremos V:(a, b, ¢). O vector assim definido é perpen-

dicular ao plano P (qualquer recta de vector director v é perpendi-
cular ao plano P).
De facto, sejam M, e M dois pontos distintos do plano P
(figura 2).
—
O vector My M2 tem por coordenadas z,—z1, y2—Y1 € Zo—2Z;4.
Calculemos o produto escalar v - My M,.

Obteremos
a(Xza—X1)+b (y2—y1)+C(22—21)
isto &,
ax, +by,+cz,—(ax; + by, +cz)
donde

(=d)—(=d)
ou seja, zero.

2. No que se refere ao numero d, podemos notar que o plano de
equagédo ax+by+cz+d=0 é paralelo ao plano de equagéo
ax+ by +cz=0, plano que contém a origem do referencial.
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2. Planos especiais

Qualquer equagéao do tipo ax + by + cz=0 define, como se acaba
de referir, um plano contendo a origem do sistema de coordenadas.
Para definir o plano xOy, é necessario fazer a=b=0 e c=1.
Para definir o plano xOz, é necessério fazer a=c=0 e b=1.
Com a=1 e b=c=0 define-se do mesmo modo o plano zOy.

3. Plano definido por duas rectas concorrentes

Sejam d e d’ duas rectas distintas, intersectando-se em A.
— —
Sejam u e v os vectores directores respectivos destas rectas.
- -
Consideremos u =(ux, Uy, Uz) & V =(Vx, Vy, V2).
Para qualquer ponto M =(x, y, z) do plano P definido por d e d’,
existem dois numeros reais k; e k2 tais que

— — —
AM=k; u+k,v

o R

B

Fig. 3

— —

Teremos O_’M =0A + AM, de onde decorrem as equagdes seguintes:

X=Xa+Ki Ux+Kkz vy
y=ya+kiuy+Kkzvy
z=zpa+kiuz+kayz

Estas trés equagdes constituem uma representagdo paramétrica
do plano P.
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Seja B o ponto da recta d tal que ATB:U, e seja C o ponto da
— —
recta d’ tal que AC=v (figura 3).
As equagdes anteriores transformam-se em:

X=Xa+Ky (Xa—Xa)+ k2 (Xc—Xa)
y=Ya+ki(ys—ya)+Kz(yc—ya)
zZ=2za+Kk, (ZB—ZA)+k2 (ZC"ZA)

4. Plano definido por trés pontos

Sejam A, B e C trés pontos diferentes e nao alinhados.

Estes trés pontos determinam um plano Gnico cuja equag&o tem
a forma

ax+by+cz+d=0

Eliminando k. e k. nas equagées do paragrafo precedente, obte-

mos as expressdes de a, b, ¢ e d em fungdo das coordenadas dos
pontos A, B e C.

Este calculo é realizado no programa seguinte:
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EXEMPLOS

1. A=(1,1,1),B=(2,0,-1), C=(0, 2, —1).
Obtemos a=4,b=4,c=0e d=-8.

2. A=(1,1,1),B=(2, 3, 4),C=(0, —2, - 5).
Obtemos a=—3, b=3,c=—1ed=1.

5. Planos paralelos e planos perpendiculares

Sejam P, e P, dois planos de equagdes respectivas:
a;X+byy+ciz+dy=0

ax+b,y+c,z+d,=0
. - —
Consideremos v, =(ay, by, C1) € V2=(az, b, C).

1. Os planos P, e P, sdo paralelos se e apenas se os vectores
— —
Vi € V2 0 sdo.
-
Deve-se portanto ter viAv,=0, 0 que conduz a
ai bg—-az b1=b| Cz—bz Ci=Ciad2—C2 Ay =0
Se ay, bo e ¢, ndo forem nulos, poderemos traduzir esta condigéo

por:
a; by ¢4

a; b, c:

2. Os planos P, e P, sédo perpendiculares se e apenas se os vec-
tores v, e v, forem ortogonais, e portanto tiverem um produto esca-
lar nulo.

Este facto traduz-se por:

asa+byba+cic=0

3 Intersecgoes
1. Intersecg¢do de um plano e uma recta

Seja P um plano de equagdo ax+by+cz+d=0 e seja d uma

recta definida por um vector director v =(vx, Vv, vz) @ um ponto
Po=(Xo, Yo, Zo) — (figura 4).
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ou

Fig. 4

Se existe um ponto de intersec¢éo de d com P, as suas coordena-
das satisfazem o sistema:

ax+by+cz+d=0
X=Xo+K vx
y=Yo+kvy
Z2=2Zo+kvz

Note-se que nestas equagdes k € um parametro desconhecido.
O programa que se segue permite obter a solugdo deste sistema
quando ela existe.
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EXEMPLO
P tem a equagdo x+y+z+1=0.
d tem por vector director (1, 1, 1) e passa pelo ponto (0, 0, 0).

Obtém-se x=y=z=—%.

2. Intersecg¢do de dois planos

Sejam P, e P, dois planos de equagdes
a;X+byy+cyz+di=0

aX+boy+C2z+d2=0

Podem ocorrer trés casos:

— P, e P, séo coincidentes;

— P, e P, sdo distintos e paralelos;

— P, e P, sdo distintos e intersectam-se segundo uma
recta d.

Neste ultimo caso (figura 5), é necessario procurar um vector direc-
o5
tor v =(Vvx, Vv, Vz) de d e um ponto particular Po=(Xo, Yo, Zo) de d.
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Fig. 5

E isto que faz o programa seguinte.
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5
PROJECGOES CILINDRICAS

Para representar um objecto, utilizam-se habitualmente dois tipos
de projecgdes: as projecgdes paralelas ou cilindricas e as projecgdes
centrais ou conicas.

Neste capitulo, serdo estudadas apenas as primeiras (as projec-
goes conicas serdo objecto do capitulo 15).

1 Definigoes

1. Seja P um plano e d uma recta ndo paralela a P. A qualquer
ponto M do espago poderemos associar um ponto M’ do seguinte
modo: M’ é o ponto de intersec¢do do plano P com a recta d’, que
passa por M e é paralela a d (ver a figura 1).

M’ é designado projecgdo do ponto M no plano P paralelamente
a recta d.

w/

Fig. 1
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2. Se d é perpendicular a P (figura 2), M’ é a projecgao ortogonal

de M no plano P 2. Sejam d’ e d" duas rectas paralelas, mas ndo paralelas a d.
3. A transformagéo pontual que permite associar M’ a M é uma l}_s suas projec¢des no plano P sao rectas paralelas ou coincidentes
projecgao cilindrica. (figura 4).
o C
d
M B

Fig. 3
Fig. 2

2 Propriedades das projeccées cilindricas

Recordaremos aqui algumas das propriedades das projecgées cilin-
dricas.

P designara o plano de projeccéo e d a recta segundo a qual se
faz a projecgdo (d ndo é portanto paralela ao plano P).

1. Sejam A, B e C trés pontos distintos e sejam A’, B’ e C’ as suas
projecgdes no plano P paralelamente a recta d.

Se A, B e C se encontram alinhados e se a recta que contém estes
pontos ndo é paralela a d, A’, B’ e C’ encontram-se igualmente ali-
nhados (figura 3).

Se B se encontra entre A e C, B’ encontra-se igualmente entre A’
eC.

Resulta daqui que a imagem de uma recta € uma recta (podera
ser excepcionalmente um ponto); a imagem de um segmento de recta
é um segmento de recta (ou um ponto).

Fig. 4
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3. Seja ABCDE. .. um poligono plano convexo. A projec¢éo
A'B'C'D’E’. .. deste poligono é igualmente um poligono convexo

(figura 5).

E’

’

i

Fig. 5

4. Seja AB um segmento de recta. As projecgOes deste segmento
em dois planos paralelos, paralelamente a uma recta d, sdo segmen-
tos com o mesmo comprimento (figura 6).

Fig. 6
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3 Coordenadas da projecgdo de um ponto

Seja P um plano de equagdo ax + by +cz+d=0 e seja A uma recta

de vector director 7=(vx, Vy, V2).
Consideraremos que A néo ¢é paralela a P.
Esta condigdo traduz-se pela relagéo:

avi+bvy+cv,#0
Seja M =(xu, yu, Zm) um ponto qualquer do espago e seja M’ =(x’,

y’, Z') a sua projecgdo no plano P paralelamente a A.
Propomo-nos calcular x’, y’ e z'.

1. Caso geral
De acordo com o resultado do capitulo 4, paragrafo 1.4, existe um
numero k tal que:

X =Xm+ K vy
y'=ym+kvy

Z=zu+kv,

Dado que M’ pertence ao plano P, poderemos escrever
ax’+by' +cz’'+d=0
resulta daqui que:
(avx+bvy+cv;) k+axy+byn+czy+d=0

donde
_axm+tbym+czu+d

avy+bvy+cv,

k=

2. Caso de uma projecgdo ortogonal

Neste caso, A é perpendicular ao plano P. Podemos portanto esco-
Iher o vector (a, b, ¢) como vector director de A.
As formulas do paragrafo anterior transformam-se em:

x'=xu+ka
y' =ym+kb
Z’=zu+ke
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axm +bym+CzZm

com k=—
a?+b%+c?

Decorre daqui 0 programa seguinte:

3. Distdncia de um ponto a um plano
Como a distancia d do ponto M ao plano P é igual ao comprimento
do segmento [M, M’], obtém-se:
dos |axm+byw+Czu|

Va?+b?+c?

4 Perspectiva ortografica

1. Para representar um objecto utilizam-se geralmente vistas: vista
de frente, lateral, etc.

Cada uma destas vistas é uma projec¢ao ortogonal num plano
paralelo a um dos trés planos xOy, xOz, zOy do sistema Oxyz
(figura 7).
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Fig. 7

2. Escolhamos como plano de projecgéo o plano xQOy: a represen-
tagdo obtida é chamada perspectiva ortografica.

Se M’ =(x",y’, ') é a projecgdo de M =(x, y, z) no plano xOy, vemos
que xX'=x,y=yez =0

De um modo geral, obtemos uma projecgéo ortografica do ponto

M =(x, y, ) conservando duas coordenadas e igualando a terceira a
zero.

3. A titulo de exemplo, representemos uma piramide de base
quadrada SABCD em projecgao ortografica. Consideraremos A = (30,
- 30, 0), B=(30, 30, 0), C=(—30, 30, 0), D=(—30, —30, 0) e
S=(0, 0, 90).

O programa € o seguinte:
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Fig. 9. — Projec¢ao no plano XOY.

5 Perspectiva obliqua

Seja P um plano qualquer e d uma recta nao perpendicular a P.
A projecgao no plano P, paralelamente a d, de cada um dos pontos
de um objecto constitui uma representacdo deste objecto designada
por perspectiva obliqua (figura 10).

As figuras 8 e 9 mostram-nos duas vistas desta pirdmide.

Fig. 8. — Projecgdo no plano ZOY. Fig. 10
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1. Principio da representacdo

=
Sendo o espago referido a um sistema ortonormado (O, u_: J—: k+),
o plano P tem por equagdo ax+by+cz+d=0, ndo sendo a, b e ¢
simultaneamente nulos. De facto, podemos substituir P por um plano
paralelo P’ contendo o ponto O.

A equagao deste plano é ax+by+cz=0. Para obtermos a pers-

pectiva obliqua de um objecto, necessitamos de:

—>
1. Encontrar um referencial (O, |_; ]Z k) ortonormado e com
- = —

o mesmo sentido que (O, i1, j1, k1), ligado ao plano P’ de tal

i
modo que (O, iz, ‘?z) seja um referencial ortonormado directo
deste plano P’.

2. Calcular, no sistema O, |—Z 1_; kj), as coordenadas da pro-
jeccdo sobre P’ de cada um dos pontos do objecto a repre-

sentar (naturalmente todas as suas coordenadas segundo j-
serdo nulas).

2. Mudanga de referencial

O vector v =(a, b, ¢) € normal (perpendicular) ao plano P’.

Consideremos
dy=Va?+b?+c?

= : ”
O vector j.= (i 3, i) é um vector unitario normal ao plano P’.

di’ d dy
Escolhamos agora um vector no préprio plano P’, por exemplo o
vector (b, —a, O).
Consideremos dz=Va?+b>
Se a e b ndo forem simultaneamente nulos, o vector
=k
i2=(d£, —aa—, O) encontra-se igualmente contido em P’, unitario e
e
ortogonal a j,.
2 s s
Consideremos entdo kz=i"Aja.

o —
Este vector é unitario, ortogonal a i» e a j. e estd contido no
plano P’.

O referencial (O, |_; IZ IZ;) é portanto ortonormado e tem 0 mesmo
- = =
sentido de (O, i, j1, ki) (figura 11).
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5
As coordenadas de k. no primeiro sistema sdo:

ac_ _ _bc a’+b?
did.’ dyd2’ did.

Ao
Vi
P’ i2‘__o

Fig. 11

3. Célculo da imagem

Seja M’ a projecgédo sobre P’ de um ponto qualquer M do objecto
a representar.

- = —

No sistema (O, i1, ji, ki), M’ tera as coordenadas x’, y’, z', en-
quantq M terd as coordenadas x, y, z.

Sejam )L y”’ e 2"’ as coordenadas de M’ relativamente ao sistema
(O, iz, jo, ka).

As formulas do capitulo 2, paragrafo 6.2, permitem-nos escrever:

X =£x’—iy’

d. d.
w_a8 ., b . ¢C
Yy'=—xX+—y +—=2'=0
iy
2 2
2—__8c . __bc y +2 +b°

dld2 d1d2 d1d2
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4. Exemplo

Retomemos o exemplo de uma piramide de base quadrada
SABCD. _

Depois de termos escolhido uma unidade de comprimento uy,
consideraremos

A=(u, —uy O)
B=(UL, Uy, O)
C=(—UL, Uy, O)
D=(—ug —uy, O)
S=(0, 0, 3uy)

O programa que permite obter uma perspectiva obliqua desta pira-
mide € constituido por cinco partes.
1. Descrigdo da piramide (ver capitulo 7):

2. Caracteristicas da projecgdo: equagao ax + by + cz=0 do plano
=¥ .
P’ e vector director v =(v4, vy, V) que caracteriza a recta A.

cied

m
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3. Célculo da imagem: calculam-se primeiramente as coordena-
das x’, y’ e z’ da projec¢do de cada vértice da piramide; x’, y' e z’
sdo representadas pelas variaveis s, t e q.

Calculam-se em seguida as coordenadas x”' e 2"’ destas projecgoes

y 2 = =3 b §7
relativamente ao novo referencial (O, i, j2, k). As variaveis x”’ e z”

sdo representadas por u e v. Determinam-se igualmente nesta parte
os valores extremos de u e de v.
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4. Aimagem obtida é adaptada as dimensdes do visor (ver o capi-

tulo 3).
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6 Projec¢do de uma curva nao contida num plano

Pode representar-se uma curva deste tipo recorrendo a projecgées
num plano.

1. Definicao

Seja Oxyz um sistema de coordenadas ortonormado e sejam f, g
e h trés fungbes da variavel t.

Consideremos x =1 (t), y=g (t) e z=h (t). Os trés nimeros X, Y,z
assim definidos podem ser considerados como coordenadas de um
ponto do espago. Para t variando entre t, e t,, define-se assim uma
curva do espago.

2. Programa

Para obter um programa que permita desenhar uma curva x = f (1),
y=4g (1), z=h (t) em projec¢@o num plano de equagado ax + by +cz=0
basta modificar ligeiramente o programa anterior.
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Para utilizar este programa, deveremos primeiramente definir a
- curva nas linhas 10, 20 e 30 gragas a trés instrugdes DEF FN.

3. Exemplo

As figuras 14, 15 e 16 representam uma hélice circular que admite
como representacdo paramétrica x=R cos t, y=R sent e z=kt.

A figura 14 representa uma projecgdo ortogonal desta hélice no
plano zOy.
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A figura 16 representa finalmente
X+Yy+2z=0, paralelamente i recta

uma projecgéo da hélice no plano
de vector director (1, 0, 1).

No caso da figura 15, utilizou-se uma projecgéo no plano xOz para-

lelamente a recta de vector director (1, 1, 1).
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6
A PERSPECTIVA CAVALEIRA

Utilizada em pintura desde o século XxIv, a perspectiva cavaleira

serviu, a partir do século Xv, para a representagéo das construgoes,

fortificadas (figura 1).

Fig. 1 — Torre de assalto a uma fortaleza. Século XIV.
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No vocabulério da época usava-se por vezes o termo «cavaleiro»
a propdsito de uma parte fortificada situada atras de uma obra defen-
siva.

Mais tarde a perspectiva cavaleira foi praticamente reservada ao
uso em arquitectura e em desenho técnico.

Fig. 2

Caso particular das projecgdes cilindricas, a perspectiva cavaleira
permite apresentar o volume e o relevo de um modo simples (figura 2).

1 Representacédo de um poliedro
Para obter uma perspectiva cavaleira de um objecto poliédrico, por

exemplo um cubo ou um paralelepipedo, existem algumas regras bas-
tante faceis de usar na pratica.

Fig. 3
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1. Escolhe-se uma das faces do objecto como face principal.
O plano de projecgao sera paralelo ao plano que contém esta face.

2. Qualquer face do objecto contida num plano paralelo ao plano
de projecgédo é representada sem deformagdo, em tamanho natural.

3. Qualquer aresta perpendicular ao plano de projec¢éo é repre-
sentada por um segmento fazendo um determinado &ngulo « com a
horizontal. Este angulo «, escolhido de inicio, é designado angulo de
fuga (figura 3). ;

A imagem de uma aresta perpendicular ao plano de projecgao é
uma recta de fuga.

4. O comprimento desta recta de fuga é obtido multiplicando o
comprimento verdadeiro da aresta por um nimero k compreendido
entre 0 e 1. k é o coeficiente de redugao da perspectiva.

As regras precedentes sdo vdlidas para um desenho a escala 1. No
caso de uma escala diferente, multiplicam-se os comprimentos correspon-
dentes a escala 1 pelo nimero apropriado, designado factor de escala.

2 Representagdo de um circulo

A representacgio das curvas em perspectiva cavaleira ndo obedece
a regras tdo simples como as apresentadas anteriormente. Limitamo-
-nos geralmente aos circulos, utilizando entdo as duas regras seguintes:

1. Qualquer circulo contido num plano paralelo ao plano de pro-
jeccdo é representado em tamanho natural, sem deformagées (fi-
gura 4).
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2 Q_ual'quer circulo contido num plano néo paralelo ao plano de
projecgao € representado por uma elipse (figura 4).

3 Férmulas de calculo-

Seja M =(x, y, z) um ponto qualquer do objecto a representar em
perspectiva cavaleira. Esta é definida por um angulo de fuga « e um
coeficiente de redugéo k.

O ponto M’, imagem de M nesta perspectiva, tem como coorde-
nadas u e v relativamente a um sistema ortonormado O’uv do plano
de projecgdo. Propomo-nos calcular u e v em fungdo de x, y e z.

1. Calculos

Em vez de utilizarmos as férmulas do capitulo 5, paragrafo 5.3,
vamos recorrer as regras enunciadas no paragrafo 1 anterior.

Sejam H, C e D as projecgées ortogonais do ponto M nos planos
xOy, yOz e xOz. Definimos assim um paralelepipedo recto de dimen-
soes x, y e z (figura 5).

z
B C
o \
D M
A H
5%

Fig. 5
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A figura 6 mostra a perspectiva cavaleira deste parglelgpipedo,
desenhada no plano de projecgédo. As arestas OA e OB sao vistas em
tamanho natural:

O’A’=E¢\=x

O'B'=0B=z

As arestas BC e AH sdo representadas respectivamente pelos seg-

mentos de fuga B'C' e A'H'.
Teremos, portanto, B'C'=k BC e A’H’ =k AH.
Resulta daqui:

B'C =AH =ky
Como e M T L
'L=0'B+B'L
e e A
K=O'A + AK
obtemos S I TR
'L=0'B’'+B’'C’ sen «
e o d D et
O'K=0'A"+A'H’ cos o
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ou seja,
u=x+kycos «

v=z+Kysen «

2. Formulas

Uma perspectiva cavaleira associa portanto o ponto M’ =(u, v) do
plano de projeccdo ao ponto do espago M=(x, y, 2).
Se « for 0 angulo de fuga, e k o coeficiente de redugao, teremos:

u=x+ky cos «
v=z+Kky sen «

3. No programa, poderemos substituir k cos « e k sen a por coefi-
cientes numéricos calculados previamente.

Por exemplo, para k=0,5 e o =45°, poderemos escrever
u=x+0,353yev=z+0,353y.

4 Um exemplo detalhado: o cubo

Escolhamos um cubo cujas dimensées dependam de uma unidade
de comprimento u, < 50.

A figura 7 indica o referencial escolhido e a numeragédo dos vérti-
ces.
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1. Programa

Este programa é constituido por cinco partes.

1. Calculemos, no sistema de coordenadas escolhido, as coorde-
nadas de cada um dos oito vértices.

Os resultados sdo apresentados na tabela seguinte:

N.° do vértice X y b4
1 — UL — UL — UL
2 uL — UL —uL
3 uL up —UuL
4 - UL uL — UL
5 — Uy - UL VI
6 u — UL uL
7 U up up
8 —uL uL U

Estas coordenadas sdo colocadas em memdria gragas a uma ins-
trucdo DATA:

2. A ordem pela qual as arestas serdo tragadas é igualmente colo-
cada em memdria gragas a uma segunda instrucdo DATA.
Cada aresta é referenciada pelos numeros das suas extremidades.

3. A perspectiva cavaleira escolhida tem como angulo de fuga o
e como coeficiente de redugéo k. Escolhamos « e k.
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4. As coordenadas das projeccdes de cada um dos vértices do
cubo sao calculadas gragas as formulas do paragrafo 3.2.

5 O desenho de cada uma das doze arestas do cubo ¢ efectuado
usando uma instru¢do READ para ler os numeros dos vértices a juntar.

2. Representagées do cubo

: (/)\sfigura 8 apresenta a perspectiva cavaleira obtida para « =60°,

Fig. 8
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em torno do eixo Oy.
la variavel AY, é dado em graus.

A titulo de exemplo, acrescentaremos ao programa anterior uma

‘O angulo «y, representado pe

rotagdo de angulo oy

U e

(LR S S T |

4

Podem ser escolhidos outros valores para « e para k (ver as figu-

ras 9 e 10).

Fig. 9 — A=45 graus

Fig. 10 — A=135 graus

3. Deslocamentos do cubo

Antes de tragarmos a vista do cubo em perspectiva, poderemos
modificar a posicdo deste relativamente ao referencial escolhido.
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Foram aqui usadas as férmulas do capitulo 3, paragrafo 4.2, ser-
vindo as variaveis R e T para calcular os valores definitivos de x e y.
As linhas 1300 a 2800 do programa correspondem exactamente

as linhas 130 a 280 do programa do parégrafo 4.1.

As figuras 11, 12 e 13 mostram as vistas em perspectiva obtidas

para oy =30°, a,=45° @ aty=15°.

Fig. 11 — Rotagéo
de 15 graus.

Fig. 12 — Rotagéao

Fig. 13 — Rotagéao
de 45 graus.
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5 Perspectiva de uma curva

Modificando ligeiramente o programa do capitulo 5, paréagrafo 6.2,
poderemos representar uma curva x=f (t), y=g (t), z=h (t) em pers-
pectiva cavaleira.

O programa é o seguinte:

Vil awmin THER | PO

s
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A figura 14 representa o circulo x=cos t, y=sen t, z=0 em pers-
pectiva; consideramos N=40 e 0 <t<2 7: obtemos de facto uma

elipse.
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IF kp¢=@.5 THEM LET has=t
{8

iy =

{

i

L

L

Rk

Y e
b At %
-~ e '
- !
I{I
’ 2
Y ‘-'
/ L
| < —~
‘l‘ pr
-~
-
i —-—!—_-—
Fig. 14

A figura 15 representa uma hélice conica de equagdes x =t cos t,

y=tsent, h=tcomN=100e 0<t<4 7.

P e e,
—~ " -\,
- e
i i )
[ PSR < I,'
o
.-/.
.-"’f
o
-'d-F-F
q",_?—c__.
N
|
.’*
Fig. 15
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7
PRISMAS E PIRAMIDES

Podemos representar a maior parte dos objectos de maneira exacta
ou aproximada utilizando um ou varios poliedros: cubo, paralelepipedo,
prismas, etc.

Neste capitulo, estudaremos mais exactamente os prismas e 0s
troncos de prisma, as piramides e os troncos de pirdmides.

O método seguido para representar estes poliedros sera exposto
para casos particulares.

1 Os prismas e os troncos de prisma

7. Seja L uma linha poligonal simples e fechada, tragada num
plano P. Escolhamos uma recta d que intersecte o plano P num sé
ponto.

Por qualquer ponto de L passa uma paralela a d e s6 uma. O con-
junto das rectas assim definidas constitui uma superficie prismatica
(figura 1).

arid

Fig. 1
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2. Se cortarmos uma ;uperficie destas por dois planos distintos
Pie Py, obteremos um prisma no caso de P, e P, serem paralelos,
um tronco de prisma no caso contrario (figura 2).

i
Yo'l

vd
> 4

Fig. 2

‘ 3. Podemos generalizar a nogao de prisma considerando L uma
linha plana qualquer, por exemplo com partes curvas, mas sempre sim-
ples e fechada.

E entao préti(_:o distinguir uma face dianteira e uma face traseira.
Esta Ultima é obtida por translagdo a partir da face dianteira (figura 3).

Fig. 3
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2 Piramides e troncos de piramides 3 Primeiro exemplo: prisma recto

1. L designa novamente uma linha poligonal simples e fechada, Consid ) . :
contida num plano P. Seja S um ponto qualquer fora do plano P. S : erertnos 0 poliedro da figura 6: trata-se de um prisma recto.

Ligando S a cada um dos vértices de L, obtemos uma piramide s presentar este prisma utilizaremos um programa em cinco par-
(figura 4). ;

Fig. 4

Fig. 6

2. Se cortarmos uma piramide por um plano qualquer, obtemos
um tronco de piramide (figura 5), com bases paralelas ou néo.

Fig. 5 g
g.
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1. Caélculo das coordenadas

Numeremos os vértices: de 1 a 8 para a face dianteira, de 9 a 16
para a face traseira (figura 7). Escolhnamos um referencial Oxyz e cal-
culemos as coordenadas de cada um dos dezasseis vértices relativa-
mente a este sistema.

Estas coordenadas sdo indicadas na tabela que se segue:

Namero X y z Numero X y z
1 —80| —30 40 9 —80 | 30 40
2 —-80 | —30| —40 10 —80 | 30 | —40
3 80| —30 | —40 11 80| 30 |—40
4 80 | —30 40 12 80 | 30 40
5 27 | —30 40 13 27 | 30 40
6 50 | —30 0 14 50 | 30 0
7 —-50 | —30 0 15 -50| 30 0
8 —-27 | =30 40 16 —-27 | 30 40

Estes valores serdo passados ao programa numa instrugdo DATA
onde os trés primeiros nimeros serdo as coordenadas x, y e z do vér- \
tice n.° 1, os trés seguintes os do vértice n.° 2, etc. ‘

3. Célculo da perspectiva

~ Escolhamos uma perspectiva cavaleira de &ngulo o = 60° e de coe-
ficiente de redugdo k=0,5.

_ Ao ponto (x, y, z) correspondera o ponto (u, v) do plano de projec-
¢do.

2. Deslocamentos do prisma

Limitar-nos-emos a uma rotagdo em torno de cada um dos eixos
do referencial, usando as férmulas do capitulo 3, paragrafo 4.2.
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4. Enquadramento da imagem

Utilizaremos o sub-programa do capitulo 3, paragrafo 3.3 (os valo-
res maximo e minimo das coordenadas u e v serdo calculados na ter-
ceira parte do programa).

5. O tragado

Para proceder ao tragado, devemos estabelecer uma lista das ares-
tas. Cada aresta é designada pelos nimeros dos dois vértices que a

definem. A lista obtida é colocada na memdria do computador gracas
a uma instrugdo DATA.
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6. Os resultados

As figuras 8, 9 e 10 mostram trés vistas do prisma estudado. A pri-
meira foi obtida apos rotagdo de um angulo de 90° em torno do eixo
Ox, a segunda apos rotagdo de 45° em torno ao eixo Oy, a terceira
apos rotagdo de 50° em torno do eixo Oz.
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Fig. 10

4 Segundo exemplo: prisma com partes curvas

Consideremos o prisma representado pelas duas vistas da
figura 11. : ;

Este prisma oferece uma particularidade: a face dianteira e a face
traseira possuem uma aresta curva, neste caso um quarto de gnculo.

O programa de desenho deste prisma sera formado tambem por
cinco partes.

80 80

Fig. 11
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1. Defini¢ao dos vértices

Na face dianteira, o arco AB sera dividido em n partes iguais e
substituido por uma linha poligonal com n segmentos. Havera portanto
n—1 vertices intermédios entre A e B, donde n + 4 vértices no total
para esta face.

A face traseira incluira igualmente n + 4 vértices numerados entre
n+5 e 2n+8. Os eixos escolhidos e a numeragéo dos vértices sdao
definidos na figura 12.

Fig. 12

2. Cdlculo das coordenadas

As coordenadas dos vértices numerados de 1 a 5 na face dianteira
séo apresentadas na tabela seguinte:

Numero X y z
1 50 —40 50
2 0 —40 50
3 0 —40 0
4 80 —40 0
5 80 —40 20
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4. Resultados
rotagcdo de 20° em torno do eixo Ox, no caso da figura 13, apds rota-

As figuras 13, 14 e 15 mostram o prisma em varias posigdes: apos
¢do de 45° em torno do eixo Ox, no da figura 14, e apds rotagdo de

90° em torno do mesmo eixo, na figura 15.

Fig. 13 — Rotagédo de 20 graus em torno do eixo Ox

Fig. 15 — Rotagédo de 90 graus em torno do eixo Ox

5 Terceiro exemplo: piramide

Consideremos uma pirdmide de vértice S, cuja base é um poligono
regular de n lados, inscrito num circulo de raio R e centro O.

Consideraremos um sistema ortonormado Oxyz de modo a que os

eixos Ox e Oy estejam contidos no plano do poligono de base.

1. Célculo das coordenadas
-, Pn 0s vértices do poligono regular.
P. P, definiremos um

Sejam P, P,

Para fechar a linha poligonal P, P,.

ponto suplementar considerando P,,,=P;.
Resulta daqui que, para 1 <ign+1, o ponto P; tem como

abcissa: '
X (i)=R cos M
n
por ordenada: _
y (|) =R sen M
n
z()=0

e por cota

94

Fig. 14 — Rotagdo de 45 graus em torno do eixo Ox
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As coordenadas do vértice S da piramide serdo designadas por

Xs, ¥s © Zs.

2. Programa

Engloba trés partes:

— Linhas 10 a 150: cdlculo das coordenadas;
— Linhas 160 a 210: calculo da perspectiva;

— Linhas 220 a 570: enquadramento e trac¢ado.

e permitem

6es qu
amide relativamente ao referencial escolhido.

sera facil acrescentar as instrug

Se se desejar,
modificar a posigao da pir.
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=4,

As figuras 16, 17 e 18 mostram as piramides obtidas para n
n=5en=6.

PARTES ESCONDIDAS
DE UM POLIEDRO CONVEXO

As figuras 1 e 2 representam o mesmo avido, um Alpha-Jet.
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Fig. 18
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No primeiro caso, todas as partes do avido foram representadas.

No segundo caso, sé as partes visiveis foram desenhadas, tendo
sido eliminadas as partes escondidas.

Neste capitulo, mostraremos como proceder a eliminagdo das par-
tes escondidas, limitando-nos no entanto ao caso de um poliedro con-
vexo.

1 Poliedros convexos e ndo convexos
1. Faces e facetas

Um poliedro qualquer é constituido por uma justaposi¢éo de poli-
gonos planos, as facetas. Cada uma destas apresenta uma face
externa, dirigida para o exterior, e uma face interior.

Para um observador exterior ao poliedro, s6 as faces externas sdo
visiveis (na medida, naturalmente, em que se supde a superficie do
poliedro opaca).

A figura 3 mostra um poliedro de que s&o visiveis quatro facetas
num total de oito.

Fig. 3

2. Definigdo

Seja P um poliedro qualquer. Chamemos E a parte do espacgo limi-
tada por este poliedro, incluindo a superficie.

100

Fig. 4

Sejam M e M’ dois pontos quaisquer de E: P é convexo se e s6
se o segmento MM’ esta contido em E.

o} Qolie_dro da figura 4 n&o é convexo porque existem dois pontos
M e M’ tais que MM’ seja exterior ao poliedro.

3. Partes escondidas

Quando um poliedro ndo é convexo, algumas das suas partes
podem ser escondidas por outras partes (ver a figura 5).

Fig. 5

Se o poliedro é convexo, nenhuma faceta pode ser escondida,

sendo portanto todas elas completamente visiveis ou completamente
invisiveis.
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2 Orientagao das facetas 1

1. Uma faceta apresenta um rebordo que pode ser orientado de
duas maneiras opostas (figura 6).

O sentido negativo é aquele que corresponde ao sentido dos pon-
teiros do relégio. 2

O sentido positivo corresponde ao sentido contrario.

3 4 Fig. 7

Fig. 6

2. Seja F uma faceta qualquer de um poliedro.

Diz-se que F esta orientada positivamente quando, para um obser-
vador exterior ao poliedro, o rebordo desta faceta tem um sentido posi-
tivo (figura 7). 2 1

Fig. 8

3 Como reconhecer as partes escondidas? ’ 5
Orientemos cada faceta do cubo positivamente e definamos para

1. Caso particular cada uma delas:
v : : . — a ordem dos numeros que corresponde a esta orientagao
A figura 8 representa um cubo visto em perspectiva cavaleira. Os positiva;

vértices do cubo foram numerados de forma arbitraria de 1 a 8.

— a ordem pela qual se |é esta sequéncia de numer: i
Sao visiveis trés das seis facetas, as 1465, 1582 e 5678. sk : b

em perspectiva. Esta ordem serd positiva ou negativa.

102 103



Obteremos assim a tabela seguinte:

Numero Order:ad'c;i:gmces Semd'dof do bordo Faceta
da faceta orientada A ir:jgect;aé b visivel?
positivamente

1 1234 - nao
2 5678 + sim
3 1465 + sim
4 1582 + sim
5 2873 - nao
6 7642 - nao

Constatamos que uma faceta orientada positivamente néo é vista
quando a sua projec¢do tem uma orientagdo negativa.

2. Generalizagao

Generalizaremos o resultado anterior a qualquer poliedro convexo.
Este resultado é valido qualquer que seja para qualquer tipo de
projecgdo: cilindrica, cénica ou perspectiva cavaleira.

4 Utilizagdo de um produto vectorial

Seja F uma faceta orientada positivamente e seja F’ a sua imagem
no plano de projecgéo.
Para conhecer a orientagdo de F’, basta utilizar o facto de o pro-

duto vectorial ndo ser comutativo: para dois vectores u e v

V/\U=—U/\V

1. Foérmula geral

Designemos por Py, P2, Ps, ..., P, os vértices de F' e conside-
remos

- — — — — — —
p=P1 P2AP1Pa+P{P3AP P4+ ... +PProiAP P,

O vector 3 é perpendicular ao plano de projec¢do dado que este

contém os vectores P, Py, Py P3, ..., P, P..
Suponhamos o plano de projeccao referido a um sistema ortonor-

mado (O, U, V).
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. - -5 - " o A & o R
Consideremos w = u A v: o referencial (O, u, v, w) é ortonormado
e constitui um referencial do espago inteiro. Comparando os vectores

— g
p e w, podemos constatar que sdo possiveis trés casos:

a) B é nulo. Neste caso, os pontos P4, P,, ..., P, estdo ali-
nhados, F’ é um segmento de recta;

=
b) p nédo é nulo e tem o mesmo sentido de w: F' tem uma
orlentacao negativa (ver a figura 9);

c) p néo é nulo e tem um sentido contrario ao sentido de w
F’ tem entdo uma orientagdo positiva.

v

Fig. 9

2. Na prética

Contentar-nos-emos em utilizar apenas trés pontos fazendo
— —> —>
p=PiP2APP;

Se us, Uz, Uz e vy, vV, V3 designam as coordenadas respectivas de
-
P1, P2, Ps no referencial Ouv, as do vector p serdo entdo 0, 0,
(uz—uq) (Va—vVvi)—(us—uq) (va—Vvy). !
F’ encontra-se orientada positivamente, sendo portanto visivel, se
0 numero (u>—u4) (Va—Vvi)—(uz—u,) (v2—v,) é negativo ou nulo.
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5 Um exemplo detalhado, o do cubo E necessario ler esta tabela do seguinte modo: no caso do
vértice n.° 1 por exemplo, X=—UL, y=—UL € Z=—U_- UL
Representemos em perspectiva cavaleira um cubo de 40 pixels de designa a unidade de comprimento usada.

lado. b) Definamos para cada faceta do cubo a sequéncia de nume-
ros que correspondem a uma orientagdo positiva desta

Ay faceta:
1. Descrigdo do cubo
A figura 10 indica como s&o numerados os vértices do cubo e qual iy R b <
é o referencial Oxyz escolhido.
1 12 6 5
z 2 2 37 6
T 3 1432
8 7 7Y 4 + 5 8. %
| T 5 8 7 3 4
‘ £ 6 8 56 7
5 1V
OL/_ R . Esta tabela é designada tabela das faces.
4 3
2. Programa
1 2
Este programa apresenta-se em cinco partes:
Fig. 10 1.° Parai variando entre 1 e 8, as variaveis x (i), y (i), z (i) repre-

sentam as coordenadas dos vértices do cubo.
Colocadas em memoria numa instrugdo DATA, estas coordenadas

a) A tabela seguinte, a que chamaremos tabela dos vértices, sdo lidas gragas a uma instru¢gdo READ.

apresenta as coordenadas de cada um dos oito vértices do
cubo no sistema escolhido:

Numero do vértice X y z
1 -1 -1 -1
2 1 -1 -1
3 1 -1
4 -1 1 -1
5 -1 -1 1 |
6 1| -1 1
7 1 1
8 - 1 1
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2.° E prevista uma rotagdo de angulo © em torno do eixo Oz
(sdo possiveis rotagdes em torno dos outros eixos).

3. Resultados

As figuras 11 e 12 mostram o cubo na sua posigéo inicial e apds
uma rotagdo de 60° em torno do eixo Oz.

3.° Uma segunda instrugdo DATA contém as seis sequéncias
da tabela de faces.

= A

4.° Depois de escolhidos os parametros da perspectiva cava-
leira, podemos calcular as coordenadas das projecgoes dos
vértices. Conservamos as antigas variaveis x (i) e z (i).

Fig. 11

5.° Os numeros dos vértices de cada faceta sao lidos gragas
a uma instrugdo READ.

Para uma qualquer faceta, as coordenadas dos trés vértices que

vao servir para calcular o vector 3 definido no paragrafo 4.2 sao desig-
nadas respectivamente por x (a), z (a), x (b), z (b) e x (c), z (c).

=
Desenha-se a faceta correspondente se a 3.2 coordenada de P
é negativa ou nula.
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9
OS POLIEDROS REGULARES

Existem apenas cinco poliedros regulares convexos. Os gedme-
tras gregos conheciam-nos ja no século V a.C., mas foi Euclides que,
no século Il antes da nossa era, demonstrou que néo existia qualquer
outro.

Platdo (428 a.C-348 a.C.) associou quatro destes poliedros aos qua-
tro elementos: o cubo a terra, o octaedro ao ar, o tetraedro ao fogo
e o icosaedro a agua. O dodecaedro, finalmente, foi associado ao uni-
verso inteiro. Os poliedros regulares convexos sdo por vezes desig-
nados sdlidos de Platao.

1 Definicdo

7. Um poliedro convexo € regular se possui as seguintes proprie-
dades:

— Todas as suas arestas tém 0 mesmo comprimento;

— Todas as suas faces sao constituidas por poligonos regula-
res;

— De cada um dos seus vértices parte 0 mesmo nimero de
arestas.

2. Atabela que se segue apresenta as caracteristicas de cada um
dos cinco poliedros regulares:

Nome Namero Nume_ro Numero Natureza
de faces |de vértices | de arestas das faces
Tetraedro 4 4 6 Triangulos equilateros
Cubo 6 8 12 Quadrados
Octaedro 8 6 12 Tridngulos equilateros
Dodecaedro 12 20 30 Pentdgonos regulares
Icosaedro 20 12 30 Triangulos equilateros

110

2 Construgdo da imagem

O cubo ja foi representado diversas vezes. Resta, portanto, cons-
truir quatro poliedros.

Cada construgdo sera efectuada em trés etapas.

1. E necessario antes de mais escolher um referencial ortonor-
mado Oxyz do modo mais simples possivel, tendo em conta as diver-
sas simetrias do poliedro.

A unidade de comprimento ligada a este sistema sera designada
por u.

2. As coordenadas dos vértices serdo apresentadas numa tabela
dos vértices. Utilizaremos uma simplificagdo da escrita conservando
apenas os coeficientes numéricos. Por exemplo, escreveremos x =2
em vez de x=2 u..

3. E preferivel orientar positivamente cada face. Tendo os vérti-
ces sido numerados de modo arbitrario, uma face qualquer é desig-
nada pelos numeros dos seus vértices, sendo estes nimeros consi-
derados do modo mais conveniente.

Podemos entdo construir a tabela das faces.

4. O célculo da imagem utilizara em cada caso uma simples pers-
pectiva cavaleira.

Proceder-se-a & eliminagéo das faces escondidas no caso do dode-
caedro e no do icosaedro.

3 O tetraedro regular

1. Escolha do referencial

A figura 1 mostra como se numeram os vértices.

O é o centro da face 123, Oz passa pelo ponto 4, Ox passa pelo
meio da aresta 1-2 e pelo ponto 3.
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2. Tabela dos vértices

Numero do vértice X y z
1 i =43 0
2 1 V3 0
3 -2 0 0
4 0 0 V8

3. Tabela das faces

Numero das faces Designagao

1 132
2 143
3 124
4 234
4. Programa e resultado
O programa é o seguinte:
I O oUALOR DE U

112

Para u,_ =40, obtemos esta representagéo (figura 2), apos rotagdo
de 60° em torno do eixo Oz.

4 O octaedro

1. Escolha do referencial

Fig. 3

13



Os vértices sdo numerados como se indica na figura 3. O esta no
centro do octaedro, Oz passa pelos pontos 1 e 6, Ox pelos pontos
médios das arestas 4-5 e 2-3.

o

2. Tabela dos vértices

Numero dos vértices X y z
1 0 0 -1 ot
2 0 -1 0 o5
3 1 0 0
4 0 1 0
5 -1 0 0
6 0 0 1

3. Tabela das faces

Numero das faces Designagao

132
143
125
154
236
265
346
564

O~NOOTHA WN =

4. Programa e resultado

Fig. 4

14 115



5 O dodecaedro 2. Tabela dos vértices

Numero dos vértices X y z
1 —t —t
2 t —t
3 —t t —t
4 -t -t -t
5 —t t
6 t t
7 —t t t
8 —t —t t
9 1+t 1 0
10 1+t -1 0
11 1+t 1
1. Escolha do referencial 1% T 1 -1-1 t - 8
Consideramos um cubo inscrito no dodecaedro (figura 5): teremos 14 22X g =4 0
O no centro do cubo, e portanto do dodecaedro, e os eixos Ox, Oy 15 —1—t 1
e Oz passam cada um pelo centro de uma face do cubo. 16 —1—-t| -1
As dimensdes do poliedro ABCDEF da figura 5 dependem do 17 (o I TS
numero de ouro t= ﬁ; 1 e do comprimento ¢ do lado do dodecaedro. }g 1 g 11+ tt
Por exemplo, AB = ct. Pode assim exprimir-se as coordenadas dos 20 =i 0 1+t
20 vértices do dodecaedro em fungéo deste nimero t (os calculos séo
relativamente fastidiosos).
Os numeros escolhidos para os vértices sdo indicados na figura 6. 3. Tabela das faces
Numero das faces Designagao
1 11 6 9 2 12
2 19 5 10 9 6
3 19 6 11 7 20
4 8 15 5 19 20
5 4 16 15 8 14
6 16 1 10 5 15
7 16 4 18 17 1
8 12 2 17 18 3
9 17 2 9 10 1
10 20 7 13 14 8
11 14 13 3 18 4
12 11 12 3 13 7
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4. Programa

Antes de procedermos ao tragado, poderemos rodar o dodecae-
dro em torno do eixo Oz (linhas 150 a 230). Seria facil acrescentar rota-
¢oes em torno dos eixos Ox e Oy.

As linhas 320 e 330 permitem eliminar as partes escondidas (ver
o capitulo 8). Basta suprimir estas duas linhas para ver todas as faces.

1

5. Resultados

As figuras 7 e 8 representam o dodecaedro na sua posicéo inicial
sem eliminag&@o das partes escondidas e com eliminagédo destas.
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As figuras 9 e 10 representam o dodecaedro apés rotagédo de 80°
e de 90° em torno do eixo Oz.

6 O icosaedro

Para construir um icosaedro, utilizaremos um resultado descoberto
no Renascimento e relacionado com as propriedades dos rectangu-
los de ouro.

Um rectangulo de ouro possui a seguinte propriedade: o quociente
do comprimento pela largura ¢ o numero de ouro

_V5+1
2

t

120

1. Tabela dos vértices

Juntando trés rectangulos de ouro do modo indicado na figura 11

e ligando os vértices dois a dois, obtém-se um icosaedro.

Fig. 11

As coordenadas dos doze vértices deste icosaedro calculam-se

facilmente.

Numero dos vértices

N

P Y G
N2 O0ORNOOHLWN =

|
cooo~

.+, a4 4200000

-k ok A DO OO .
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2. Tabela das faces

3. Programa

Namero das faces Designagao
1 2 10 3
2 10 2 6
3 10 6 11
4 7 10 11
5 7 38 10
6 8 9 3
7 2 3 9
8 2 9 5
9 6 2 5

10 6 5 4
11 6 1 11
12 11 1 4
13 7 11 4
14 8 7 4
15 8 3 7
16 12 5 9
{7 1 5 12
18 1 12 4
19 4 12 8
20 8 12 9
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4. Resultados

As figuras 12 e 13 representam o mesmo icosaedro, na posi¢do
inicial, com e sem eliminagdo das partes escondidas.

Fig. 12
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10
OS POLIEDROS CONVEXOS SEMI-REGULARES

A figura 1, extraida dos cadernos de Leonardo da Vinci, mostra dois
poliedros semi-regulares.

Estes poliedros possuem quase todas as propriedades dos polie-
dros regulares:

— Podem ser inscritos numa esfera;

— Todas as arestas tém o mesmo comprimento;

— As suas faces estdo dispostas de modo idéntico em torno
de cada um dos vértices.

A diferenga reside no seguinte: as faces de um poliedro semi-
-regular ndo séo todas idénticas.

Fig. 1

1 Os solidos de Arquimedes

Sdo em numero de quinze. Entre eles, sete obtém-se a partir dos
poliedros regulares, por truncatura dos vértices.

Todos estes poliedros sdo convexos.

7. Truncando os quatro vértices de um tetraedro regular, obtém-
-se um tetraedro truncado.
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A partir de um cubo ou de um octaedro regular obtém-se um cubo
truncado, um cuboctaedro e um octaedro truncado.

A partir de um dodecaedro ou de um icosaedro obtém-se um dode-
caedro truncado, um icosidodecaedro e um icosaedro truncado.

A tabela que se segue indica as caracteristicas destes sete polie-
dros. Nesta tabela, as letras T, C, P, H, O e D designam respectiva-
mente os poligonos regulares de 3, 4, 5, 6, 8 E 10 lados.

y r Numero Natureza e numero
Nome do,:uvrzgiges das arestas das faces
Tetraedro truncado 12 18 4T+ 4H
Cubo truncado 24 36 8T+ 60
Cuboctaedro 12 24 8T+ 6C
Octaedro truncado 24 36 6C+ 8H
Dodecaedro truncado 60 90 20T +12D
Icosidodecaedro 30 60 20T +12P
Icosaedro truncado 60 90 12P+20H

2. O leitor podera encontrar uma descrigao dos outros sélidos de
Arquimedes na obra de Alan Holden, Formas, espago e simetrias.

2 Primeiro exemplo: o octaedro truncado

1. Os vértices deste poliedro sdo numerados de 1 a 24 como se
indica na figura 2 (os vértices 9, 10, 11, 12, 13, 19 estdo escondidos
no desenho).
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O referencial Oxyz € idéntico ao que foi usado no caso do octae-
dro (ver o capitulo 9, paragrafo 4).

2. Tabela dos vértices

Se u, designa a unidade de comprimento, as coordenadas x, y e
z de cada vértice podem escrever-se x=Ky Ui, y=Ky UL e z=k; u..

Na tabela que se segue figuram portanto apenas ki, ky e k,.

Numero do vértice

N A QN =

- N WN =N

1
=B
~8
=B
—8
=g
=
i

=
-

=
=1

V2
—V2
V2

V2
~2

V2
—V2

V2
—2v2
—2vV2
—2V2
-2v2
V2

2v2
2v2
2v2
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3. Tabela das faces

As faces sdo orientadas positivamente de modo a permitir a elimi-
nagado das partes escondidas.
Como existem dois tipos de faces, havera duas tabelas:

Faces quadradas

Designacoes

OO DhWON =

2
6
10
14
20
22

3
7
11
15
19
23

4

8
12
16
18
24

Faces hexagonais

Designagdes

ONOO WD =

1

1
16
15
13
11

9
23

5
4
15
14
16
10
7
22

8
17
3
20
24
19
6
8

22
18

2
17
23
20
18

¥

21
6
21
4
12
14
19
9

24

11
13
10
12

4. Programa

[
[al
m
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5. As figuras 3 e 4 mostram-nos o octaedro truncado em perspec- 3 Segundo exemplo: o cuboctaedro
tiva cavaleira. Para obter a totalidade das arestas, eliminamos as linhas
220 e 330 do programa. 7. Os vértices deste poliedro sdo os pontos médios das arestas
do cubo.

A figura 5 indica o referencial escolhido assim como os numeros
atribuidos a cada vértice.

&
12 y
9 /
o B L I
x
5 6 3
4 3
Fig. 3 1
Fig. 5
2. Tabela dos vértices
Numero dos vértices X y z
1 0 -1 -1
2 1 0 -1
3 0 1 -1
4 -1 0 -1
5 -1 -1 0
6 1 -1 0
74 1 1 0
8 -1 1 0
9 -1 0 1
10 0 -1 1
11 1 0 1
12 0 1 1
Fig. 4
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3. Tabelas das faces

Faces quadradas Designagdes
1 9 10 11 12
2 1 4 3 2
3 2 7 11 6
4 5 9 8 4
5 1 6 10 5
6 12 7 3 8
Faces triangulares Designagdes
1 10 9 5
2 10 6 11
3 1 7
4 9 12 8
5 1 5 4
6 1 2 6
7 3 q 2
8 4 8 3
4. Programa

5. A figura 6 apresenta, em perspectiva cavaleira, um

dro cujas partes escondidas foram eliminadas.

cuboctae-
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4 Prismas e antiprismas de Kepler

No inicio do século xvii, Kepler descobriu dois novos tipos de polie-
dros que satisfazem a defini¢do dos poliedros semi-regulares:

— 0s prismas rectos cujas faces laterais sdo quadrados;
— 0s antiprismas cujas faces laterais sdo triangulos equilateros.

As figuras 7 e 8 apresentam um exemplo do prisma de Kepler, de
bases hexagonais.

A figura 9 representa um antiprisma de Kepler, igualmente de
bases hexagonais.

Este antiprisma foi obtido gragas ao programa do paragrafo 4.3.

y Fig. 9

7. A figura 10 mostra como os doze vértices foram numerados e

] como foi escolhido o referencial Oxyz. ‘
j‘a,/" | As coordenadas destes vértices foram calculadas gracas a repre-
& P sentacdo paramétrica do circulo x=R cos t e y=R sen t.
/f A -altura h deste prisma é
h=R4/1-4sen> ™
L 16
i ou seja, :
\\ g h=Rx 0,9207383
Fig. 7
R B, asdey :
.--f/’ \,_\
% _‘/’
N o
“ o
N -
N -
Fig. 8
134 Fig. 10
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2. A tabela das faces triangulares é a seguinte:

Numero da face Designagoes

-
OoOhrOCLWODNN

—_
COXNOIO D WN =
DONOWAODWNN
=
—_—
— — 3
NONU-DAOWON®D—

gy

N =

Sy

N -
b
n o
-

1

3. Programa
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11
AS SUPERFICIES DEFINIDAS

POR UMA EQUAGAO Z=F (X,Y)

Seja f uma fungdo numérica de duas varidveis x e y. Supomos
que, para Xmin < X < Xmax € Ymin < Y < Ymax @ fungéo f é definida e con-
tinua.

Consideremos z=f (x,y). O espago é organizado por um refe-
rencial Oxyz, sendo os nimeros x, y e z as coordenadas de um
ponto.

O conjunto dos pontos assim definido constitui uma superficie cuja
equacao é z=f (x,y).

Neste capitulo, estudaremos dois programas que permitem repre-
sentar uma tal superficie, ndo incluindo o primeiro uma eliminagéo das
partes escondidas. O segundo permite eliminar estas partes, e utiliza
o algoritmo de Wright.

1 Principio geral da representagao

Dividamos o intervalo [X i, Xmax] €M Ny partes iguais.
Para 1. <i<1+n, teremos x; =X + (i — 1) (M)
. : S
Dividamos agora o intervalo [ymin, Ymax] @M ny partes iguais.
YMax e len)

Para 1 <j<1+n,, teremos entdo y,=yman+(j—1)( =
y

Define-se assim uma rede. rectangular formada por n,+ 1 linhas:

paralelas ao eixo Oy e n,+ 1 linhas paralelas ao eixo Ox (ver a figura
1).

Em cada ponto (x,, y) da rede, calcula-se z (0, ) =1 (xi, yj): obtém-
-se entdo os pontos P (i, j) (ver a figura 2).

Basta em seguida juntar os pontos obtidos por segmentos de recta
a fim de obter uma aproximagao suficientemente grande da superfi-
cie a representar (ver a figura 3).

O emprego de uma perspectiva, cavaleira ou cénica, permite em
seguida visualizar esta superficie no visor.
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Y]
Ymax 2
Ymin ..-_._mﬁ
X
0 MIN MA
Fig. 1 z
Y
(o}
Fig. 2
b 4
Y —
X
0]
Fig. 3
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2 Primeiro programa

Este programa engloba seis partes.

1. Primeira parte

A funcéo f deve antes do mais ser definida na linha 10.
Apresentam-se em seguida os diferentes parametros Xmin, Xmax,
Ymins Ymax, Nx € Ny Necessarios a execugdo do programa:

2. Segunda parte

Calculam-se os valores de x; e de y; para 1<i<ny+1 e
1<jsny+1.

3. Terceira parte

Para cada ponto (xi, y;) da rede, calcula-se z (i, j)=f (xi, yi).

1
1

IS 4o e o e
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4. Quarta parte

O ponto de coordenadas x;, yj, z (i, ) € representado, no plano de
projecgéo, pelo ponto de coordenadas u (i, j) e v (i, j).

A perspectiva empregue € uma perspectiva cavaleira.

Durante os célculos, determinaremos os valores maximos e mini-
mos das coordenadas u e V.

SAbANmIn

n

r
:
1.

5. Quinta parte

Procedemos ao enquadramento da imagem utilizando o método
numero 1 do capitulo 3.

6. Sexta parte

Tragamos os segmentos que ligam os pontos u (i, j), v (i, j) ao ponto
u(i+1,j), v(@+1,j)eaopontou(ij+1), v(,j+1).
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3 Exemplos

1.° A figura 4 representa uma paraboldide eliptica de equagao
z=2x2+y?
Escolh€mos Xmin=Ymin=—4, Xmax=Ymax=4 € Nx=n,=16.
2.° A figura 5 representa uma paraboloide hiperbdlica de equa-
¢do z=x?—y? Os parametros escolhidos tém o mesmo valor que

anteriormente.
3.° Na figura 6 é representada uma parte da esfera

z=V1000 — (x*+y?

COM Xmin =Y min=— 20, Xmax = ¥ max =20.
4.° A figura 7 mostra uma parte do plano z=x+y.
5.° Finalmente, a figura 8 representa a superficie de equagao

z=x2y?

com —1<x<1, —1<y<1, ny=ny=12.

Fig. 4
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Fig. 6

Fig. 7
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Fig. 8

4 Eliminagao das partes escondidas
1. Definigées

Comparemos as figuras 9 e 10: trata-se da mesma superficie mas,
na figura 9, certas partes ditas escondidas foram eliminadas.

Fig. 9 Fig. 11
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2. Linha de crista inicial
O método do capitulo 3 (paragrafo 3.2) permite-nos inscrever a ima-

' ‘ gem da superficie a representar S num rectdngulo de 254 pixels de
largura.

A cada ponto P (i, j) de S é entdo associado um ponto M (i, j) deste

A linha de crista inicial & constituida por duas linhas distintas:

1.° Paraj=1e1<ig<n.+1, tragam-se os segmentos que ligam

!
rectangulo.

os pontos M (i, j) dois a dois.

2.° Para i=n,,; e 1<j<n,+1, tragam-se os segmentos que

ligam os pontos M (i, j) dois a dois.

h
3. Linhas de crista mdximas e minimas
Consideremos primeiramente o caso do desenho da parte supe-

rior da superficie S.
Em cada etapa da construgdo é necessario definir uma linha de
crista maxima. Apenas sao visiveis, entre os pontos que falta dese-
nhar, aqueles que se situam acima desta linha.
Seja x o numero de um pixel qualquer: teremos portanto

1 < x < 254. Notaremos k (x), ordenada do ponto da linha de crista que

Do mesmo modo, o desenho da parte inferior da superficie S obriga

Fig. 12
Para um observador colocado sobre o eixo y’y e olhando o plano
xOz, a superficie apresenta uma parte inferior (figura 11) e uma parte \
superior (figura 12) definidas respectivamente em relagédo a uma linha corresponde a esta abcissa.
de «crista» inicial suposta sempre visivel (figura 13). O T , : s
a definicdo, em cada etapa, de uma linha de crista minima.
Il
I(' 4. Principio do tragado
1j Depois de desenhada a linha de crista inicial, deverdo ser traga-
dos os segmentos que compdem as outras linhas em fungdo da sua
| visibilidade.
F Em cada etapa da construgdo, serédo tragados dois segmentos se
"-\_ / A J forem visiveis (na totalidade ou em parte): o segmento M (i—1, j)
' d ) M (i, j) e o segmento M (i—1, j— 1) M (i— 1, j). Define-se em seguida
\ F o4 ! a linha de crista.
% i " ! Designemos por AB o segmento a tragar na etapa em curso e cha-
AN r '.\ / memos Xa, Ya € Xg, Ys @s coordenadas respectivas de A e B.
\ ¥4 il Suponhamos xa<xg. Para x variando entre xa e xg_; com valo-
res inteiros, designemos por T; e T, os pontos do segmento AB de
\, - : g
X e abcissas respectivas x e x+ 1.
S As ordenadas 'y, e y, destes pontos serdo calculadas usando a
formula
Ye—VYa
=ya+(X—Xa)
Fig. 13 Y=gt ) XB—Xa
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O caso em que se teria xa=xg € muito improvavel. Se ocorresse,
bastaria alterar os valores de ny ou de n,.

7 B
Y|

T2 14c

Fig. 14

Podem ocorrer trés casos:
1.° Ty e T, ndo sdo visiveis (figura 14a). O segmento T T, ndo

€ desenhado.
2.° S6 T, é visivel (figura 14b). O segmento T, T, ndo é dese-

nhado.
3.° T, e T, sdo visiveis (figura 14c). O segmento T, T, é dese-

nhado.

5 Segundo programa

Este programa engloba trés partes.

1. Primeira parte

Até a linha 470, esta parte é idéntica a do programa anterior.

2. Segunda parte

Constroi-se a parte superior da superficie.
1.° Linhas 480 a 580: definicdo da linha de crista inicial.
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2.° Linhas 590 a 620: tragado da linha de crista inicial.

3.° Linhas 630 a 730: tragado dos dois segmentos M (i—1, j)
M@, )eM(@i-1,j=1)M(Gi-1,]j).

4.° Linhas 740 a 820: calculo da nova linha de crista maxima.

149



Fig. 15
3. Terceira parte

Constroi-se a parte inferior da superficie.
Esta parte retoma as linhas 490 a 820 com trés excepgées:

— Linhas 680 e 730: substituem-se os > por <.
— Linha 790: substitui-se > por <.

6 Exemplos
As figuras 15, 16 e 17 representam respectivamente as superficies
de equagdes:
z=2x%+y?

1
Z=———
1+x24y?

i
Z=Xy+———
i 10+y? Fig. 16
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Fig. 17

Em todos os casos escolheu-se ny=n,=8 a fim de limitar o
tempo de célculc a uma vintena de minutos.
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12
AS SUPERFICIES DE REVOLUGAO

Seja C uma curva contida no plano xOz. Rodando em torno do eixo
Oz, a curva C produz uma superficie de revolugédo S.

Para construir esta superficie S, pode recorrer-se a dois métodos:

1.° Pode determinar-se a equagéo de S a partir da de C. Neste
caso, & possivel utilizar os programas do capitulo 11.

2.° Pode também representar-se S de uma maneira aproximada
gragas a um poliedro.

1 Superficie de equagdo x=f (Vx> +Yy?)

Seja, para 0 < x; <X < Xz, z=f (x) a equagéo cartesiana de uma
curva C. Vamos supor que a fungéo f é definida e continua no inter-
valo [x1, X2] (figura 1).

Obtém-se a equagao da superficie S substituindo, na equagéo
de C, a variavel x pela expressdo Vx2+y?.

Fig. 1
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1. Seja P=(x, y) um ponto qualquer de S: P ¢ a imagem de um
ponto Po=(xo, Yo) da curva C, numa rotagédo de eixo Oz.

Do mesmo modo, a projec¢do ortogonal H de P no plano xOy é
a imagem da projec¢do ortogonal Ho do ponto P, neste mesmo plano
(figura 2).

Uma rotagdo conserva os comprimentos, e portanto OH=0Hg e
PH =PHo,.

Fig. 2

Estas duas igualdades conduzem a x®+y?=x3 e z=2o="f (xo). Como
Xo € positivo, teremos xo=Vx?+y?. Resulta daqui z=f (Vx®+y?).

2. Exemplos

As quatro superficies foram obtidas com o segundo programa do
capitulo 11, programa que permite eliminar as partes escondidas.

1.° Consideremos uma curva de Gauss com a equagdo x=e *",
A figura 3 mostra esta cruva para 0 < x < 2.

Rodando em torno de Oz, esta curva produz uma superficie de
equagdo x=e~¥*+¥),
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A figura 4 representa esta superficie para—2 < x <2, -2y

ny=n,=20.

Fig. 3

<2,
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, COS X 2 2
2.° Consideremos, para0<x< 10,z= > . A curva correspon- A superficie S, de equagao T e representada na
5 i i 2+Vx2+y?
dente é representada na figura 5.

figura 6 para —10< x <10, —10<y <10 e ny=n,=20.

3.° A curva da figura 7, definida para 0 < x < 2, tem como equa-
Gd0 z=Xx sen X.

Produz uma superficie de equag@o z=Vx2+y?xsen (Vx2+y?).
Para —2<x <2, —2<y<2, ny=ny=20, esta superficie é represen-
tada na figura 8.

Fig. 5
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4.° Seja z=\/§, com x > 0. Esta curva é representada para
0<x<2, na figura 9.

Fig. 9

{
Fig. 10
A superficie produzida tem por equagdo z=Vx*+y?. Esta super-

ficie é representada na figura 10 para —2<x<2, —2<y<2,
Ny=ny=12.
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2 Superficies de equagdo x=f (r)

Nas mesmas condicoes do paragrafo 1, consideremos r=Vx2+y?2.
A equagao da superficie S passa a z="(r).

1. Programa

Modificaremos ligeiramente o programa numero 1 do capitulo 11
(n&o havera portanto eliminagé@o das partes escondidas).

G OEF Fi o7 irl=

a linha 190 pela seguinte:

g I j bR Eara

3.° Finalmente, acrescentaremos esta linha:

2. Exemplos

2
Sejaz=—"_.
J 1412

Para —2<x<2, —2<y<2en,=n,=10, obtemos a superficie
da figura 11.
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2
2.° Consideremos agora z= :os rz
+r

Para n,=24 e n,=24, obtemos a superficie da figura 12.

3 Construgao aproximada de uma superficie de revolucao

Para obter uma representagao aproximada da superficie de revo-
lugdo produzida por uma curva C do plano xOz, devemos proceder
a duas aproximacdes:

— a curva C é substituida por uma linha poligonal L;
— os circulos descritos para cada um dos pontos de C sédo
substituidos por poligonos regulares.

1. Comecemos por escolher numa curva C um numero n, de
pontos. Estes pontos serdo designados por P11, P21, Ps1, ..., Prpi.

Ligando estes pontos por segmentos de recta, definimos uma linha
poligonal L contida no plano xOz (figura 13).

2. Escolhamos em seguida um angulo ¢ cujo valor em graus divide
360°. Por rotagdes de angulos ¢, 2 ¢, 3 ¢, etc., em torno do eixo Oz,
obteremos linhas com os numeros 2, 3, 4, etc.

o

Consideremos n_= il

: existirdo ao todo n. linhas poligonais.

@
A linha nimero 2 contera os pontos P2, P22, Ps2, €tc.
A linha nimero 3 conterd os pontos P3, P23, Pas, elc.
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com—-2<x<2e—-2<y<2.

De um modo geral, a notagdo P;; designara o ponto da ordem i
da linha de ordem j.

Fig. 13

P. P'I,J01

P.

11,0
P|41,j +1

Fig. 14

3. Ligando convenientemente certos pontos de duas linhas vizi-
nhas, podem-se definir facetas (figura 14).

Estas facetas sdo poligonos que poderéo ser orientados de modo
a permitir, no caso de um poliedro convexo, a eliminagdo das partes
escondidas.
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4 Construgéo aproximada de um cilindro recto

Consideremos o segmento [A, B] da figura 15: os pontos A e B tém
como coordenadas respectivas 40, 0, 50 e 40, 0, —50. Uma rotagdo
deste segmento de 360° em torno do eixo Oz produz um cilindro recto
de bases circulares com o diametro de 80 e a altura de 100 (estes
numeros foram escolhidos de modo a permitir o desenho directo do
cilindro no visor).

Fig. 15

Vamos representar este cilindro por um prisma recto que contera
n_ arestas laterais.

O programa possui 4 partes.

1. A primeira parte permite definir as coordenadas dos dois pon-
tos da primeira linha e escolher o numero n. das linhas poligonais.

Fez-se DIM X (2, 1+ NL) e ndo DIM X (2, NL) de modo a obter ares-
tas fechadas: identifica-se portanto o ponto P;;,n. @0 ponto P;;.
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2. O angulo ¢ é representado pela variavel F. As coordenadas dos
pontos das linhas numeradas 2, 3, 4, .. ., n_ sdo calculadas a partir
das dos pontos da linha 1.

Utilizam-se as formulas do capitulo 3, paragrafo 4.2 para as rota-
¢oes de angulo ¢, 2 ¢, 3 ¢, etc.

TR
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5. As figuras 16, 17, 18 e 19 apresentam os prismas obtidos para
diversos valores de n,. |

._-— Ve \J ‘

Ml =3 =

Fig. 16

o=

ML =35 »
! INl=3

Fig. 17
Fig. 19
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5 Construgdo aproximada de um elipséide 2. Calculam-se as coordenadas dos’ n, pontos das linhas com os

merosZ 3, etc

nu

Consid2remos uma semi-elipse de semi-grande eixo e semi-
-pequeno 2ixo b (figura 20). ;
Ao rodar em torno do eixo Oz, esta semi-elipse produz um elip-

sdide.
O programa que permite desenhar este elipsdide engloba quatro

partes.

il 2
¥4
perspectiva cavaleira.

|

=X i

(o]
| Wi {3
f
[
Flg; 20 - 4. Desenham-se as facetas ellmmando as partes escondidas. Para

: \tal calcula-se:
1. Nesta parte, fornece os quatro parametros a, b, n_ e n,. |
As coordenadas de cada um dos n, pontos da primeira linha séo | - Pis1j Pis1js1API1) Pijss
i
\
l
i

calculadas gragas a representagdo paramétrica bem conhecnda x=a
costey=bsent

1é

s

o fuit

14 e

X}
+
ot

|
[

ni
+
=
I
3

e b et e
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5iéA figura 21 foi obtida considerando a=80, b=70, n, =16, ! - e
n.=16. ‘ : CONES E CILINDROS

Consideremos um prisma que possui n faces laterais. Para n sufi-
| cientemente grande, um tal prisma podera ser assemelhado a um cilin-
dro (figura 1). h

Do mesmo modo, pode obter-se um cone a partir de uma piramide
(figura 2).

No entanto, a presenga de numerosas arestas laterais néo é dese-
javel. Para desenhar os cilindros e os cones com tragos, como na
figura 3, sera portanto necessario recorrer a um outro método.

No ¢ do-alibss : Limitar-nos-emos, neste capitulo, ao caso dg um cilindro recto de
aso do elipsoide da figura 22, teremos n,=16 e n.=12. base circular e ao de um cone regular, também de base circular.
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Fig. 3

1 Caso do cilindro

Considere-se um cilindro recto de raio R=50 e de altura H = 120
' (est'es.valores foram escolhidos de modo a serem directamente com-
patlve|§ com as dimensédes do visor, a fim de evitar o recurso a um
procedimento de enquadramento).

: .Em perspectiva cavaleira, um tal cilindro é representado do modo
/indicado na figura 4.

| )

Fig. 4
70

A imagem inclui portanto:

— Duas elipses que representam as arestas circulares;
— As tangentes comuns AA’ e BB’ a estas elipses.

1. Defini¢do das arestas circulares

Cada aresta circular ¢ substituida por um poligono regular de n
lados.

O referencial escolhido tem como origem O, o centro do cilindro,
passando o eixo Oz pelos centros das faces circulares.

Para definir, neste referencial, as coordenadas dos n vértices de
cada poligono regular, utilizam-se as equagoes classicas do circulo
x=Rcostey=Rsent

= BEH
4 1 S 15 ot
A i =T
g ) . )
QLB
REHM doz pontos
3 -
“d? .
I
IH
T

b roge

-

bl

R o s 7 e

BT

rrrnrmn e

o
s

7m



3. Célculo da imagem

Utiliza-se uma perspectiva cavaleira. As varidveis x e z servem para
designar as coordenadas no espago, e também no plano de projecgéo.

e m
- [54]
I

2]

1ot

(SR

4. Desenho das arestas circulares

it
i

am

5. Desenho das tangentes comuns

Séo de considerar dois casos conforme o eixo do cilindro é para-
lelo ou ndo ao eixo Oz.

1.° caso

O eixo do cilindro néo é paralelo ao eixo Oz: isto pressupde que
se tenha escolhido uma rotagdo de dngulo ndo nulo em torno de Oy.

72

Seja M(i) um ponto qualquer da elipse que represente a aresta cir-
cular inferior do cilindro.

Designemos por x(i) e z(i) as coordenadas deste ponto no plano
de projecgdo organizado por um referencial Ouv.
Seja M’ o ponto da elipse que representa a aresta circular supe-

e > —>
rior do cilindro definido por M(i)M’ =AA’ = BB’ (ver figura 5).

G |

Wmax\
S
B
Whin b,
Bt M(i)
Al
A
X
o -
Fig. 5

As coordenadas de M’ sd@o x(i+n) e z(i +n).
A recta M(i)M’ intersecta o eixo Ov num ponto P de ordenada:

_ X(i+n) z(i) — x(i) z(i +n)
We x(i + n) — x(i)

Quando M(i) descreve a elipse inferior, a recta M(i)M’ varia entre
as posi¢oes extremas (AA') e (BB’).

O ponto P varia entre os pontos Q; e Q, cujas ordenadas séo,
respectivamente, W min € W Estes pontos Q, e Q, correspondem
a pontos da elipse inferior cujos indices sdo respectivamente j; e j,.
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2.° caso

Neste caso (figura 6), basta determinar as abcissas Xmin € Xmax dOS

pontos A e A’.

A’ B’
A B
i i X
1 (] >
Xmin Xmax
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Fig. 6

6. Resultados

As figuras 7, 8 e 9 representam o cilindro, com e sem eliminagao
das partes escondidas.

Fig. 7 Fig. 8 Fig. 9

2 Cone

Consideremos um cone recto de vértice S: se C é o centro do cir-
culo de base, a recta (SC) é perpendicular ao plano contendo este cir-
culo.

Seja R =40 o raio do circulo de base e seja H=80 a altura do cone.

1. Definigdo da aresta circular

Consideremos como vértice um referencial ortonormado de origem
0O =C, coincidindo o eixo Oz com a recta SC.

O circulo de base € representado por um poligono regular de n
lados. As coordenadas dos vértices deste poligono sdo calculadas,
para i variando entre 1 e n, gragas as formulas x=R cos t,y=R sen t,

i—1
n—1

t=27 x
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2. Deslocamentos do cone

Limitamo-nos a uma rotagdo em torno do eixo Oy.

Uma rotag&o em torno do eixo Oz ndo apresenta qualquer interesse
dada a posigéo inicial'do cone. Para introduzir uma rotagéo de eixo
Ox, sera necessario utilizar as férmulas do capitulo 3.

Neste caso, sera necessario ter em conta o facto de a projeccao
do vértice do cone poder encontrar-se no interior da elipse. Ndo se
poder&o nessas condigGes tragar tangentes a elipse, dado que nio
existem.

3. Célculo da imagem

A perspectiva empregue é uma perspectiva cavaleira, na qual se
utilizaram de novo as variaveis x e z.
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4. Determinagdo das tangentes

Seja M um ponto qualquer da elipse que representa.a aresta cir-

cular (figura 10).

Fig. 10

Sendo o plano de projeccgéo referenciado a um sistema ortonor-
mado Ouv, com O =C, designemos por x(i) e z(i) as coordenadas de
M, por xs e zs as de S.

Seja « 0 angulo (S_C>, §71): este angulo é m:'—iximo quando M se
encontra em A, e minimo quando M estad em A’.
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Utilizando o produto vectorial SCA SM, pode escrever-se

- —>
sen o= SCASH__
[ISC||x||SM||
com S
SCASM = [x(i) = Xs] Zs— X [2()) —zs],
118C]|=VxZ+23
e

||SM|| = VIX() = X2+ [2(i) — z5]?

Como —%<a<—72r—, sen « varia como «: M esta, portanto, em A’

quando sen « € minimo e em A quando sen « € maximo. Basta entdo
determinar os indices j; e j» que correspondem a estes valores.

178

6. Resultados

As figuras 11, 12, 13 e 14 apresentam diversos aspectos do cone

apos rotagdo em torno do eixo Oy.

Fig. 11. — Rotagdo: 180 graus.

Fig. 12. — Rotagéo: 90 graus.
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REPRESENTAGOES PARAMETRICAS
DAS SUPERFICIES

Sendo o espaco organizado por um sistema ortonormado, seja S
uma superficie qualquer.

As coordenadas x, y e z de cada um dos pontos de S podem
depender de outras variaveis designadas parametros. Dispde-se entao
de uma representagdo paramétrica da superficie S.

Neste capitulo, utilizaremos trés tipos de representagdo paramé-
trica.

Fig. 13. — Rotagao: 0 graus.
1 As coordenadas cilindricas

e S e e e et s S s sy 1. Defini¢do

Na figura 1, o ponto M é definido gragas ao angulo 8, ao compri-

/ mento r=0H e ao lado z=HM.
i
i
4 |
y i
} i
- |
i
!
| M
| ol...._]...
| y
| r
i (]
J
X, H
Fig. 14. — Rotagao: —30 graus.
Fig. 1
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Estes trés numeros constituem as coordenadas cilindricas do
ponto M.
E fécil ver que x=r cos © e y=r sen ©.

2. Método

Deseja representar-se uma superficie definida, em coordenadas
cilindricas, por uma equagéo do tipo z=1(r, 0).

O principio de representagéo desta superficie a usar neste pro-
grama é idéntico ao do capitulo 11, paragrafo 1.

I varia entre fmn @ 'ms, 8NQUaNtO B varia entre O mp @ O .

Divide-se o intervalo [ min, r'ms] @M n, — 1 partes iguais donde, para

1<i€n,, fi=rpo+(i=1) ’_ms;.ﬁ'ﬂ]

r
Divide-se igualmente o intervalo [6 mn, Omax] €M Ng—1 partes

.iguais donde, para 1<j<ne, ©;=0my+(j—1) —el:—%]
e
Dispomos entdo de uma rede (figura 2) cujos pontos t&m como
coordenadas:

x(i,j)=r; cos ©;
y(i.))=ri sen 9,
z(i,))=f(r;, ©)

o
>\

Fig. 2
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3. Programa

Engloba cinco partes. Para o utilizarmos, teremos primeiro de defi-
nir a fungéo z=1(r,8) na linha 10. \

As variaveis © e no séo designadas, respectivamente, pelas letras
T e NT.

S REM dadoz ‘e calculo dos int
ervaloas .

1@ DEF FHM zir,t)=t.r

2@ INFUT “Rmin: “;rmin

2@ INPUT "Rmax: “;rmax

4@ INPUT "Tmin (em grausi: ";t
- Wmin
S@ IHFUT “"Tmax iem 3
e

EEE

LET

[

S T L T )

FEHELE R
r
H
rgry

19 |ET
min! -~ int-
129 HME=XT
12\ FOR i
14@ LET r
mint sine-1
15@ HNEXT

{miﬁ+tj—1:*atmsx—t

st il o

L P | [ Sy

1 B0 nr
r

il=rmin+(i-1lsirmax-r

"
-
L.
m
s
.
o
n
L
L]
n
el
)
=
-
-
n

i

o

X0

m

b

™

Pl i

™

-n
=
n
[ T ST T oty
bl = W W

L TR TE Sy | [ T R

-0~

Rl o e e s
bopieaiie P2 L e e e
MY =13 e e

Wonon

LR Bl B D D L Lo D D TR
et
-
l’ m
|
(]
i1}

I P P et T e P 0 P8 P e e e e Y e
RN (e B ] K T TR B ]

I8 LET uvmax=-10e3@

219 LET vmwax=-10&3Q@

320 .FOR i=1 TO nr

329 FOR =1 TO nt

4@ LET wii, jr=uii,jr+,375sy1i,
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350 LET
Jl

=00, j}

.

vii,J):z{i,J}+.3?S§uti;

388 IF uli,j!¢umin THEM LET umi

27@ IF wii,j)ivmin THEN LET Wi

=y i, 1
33@ IF u
=i, i)
X=v (i, j?
428 HMEXT
419 HExXT
415 REMH
42@ LET
43@ LET
449 LET
452 LET
460 FOR
47@ FOR
43@ LET
423 | BT
S@@ NEXT
S1d MEXT
S1% REM
S29 FoR
S32@ For

. Séo IF

i, 0 umaxn THEM LET uma
388 IF YI1i, lswmax THEM LET wms

[~

("9

T2 P4 e
S = o o ) R
e SR GG

nn

LR LV EE U IR

N a0l | 1]
hattad ol B (I TR TS |

a2
LU L R SO,

o L
3 pain

2
n

Jraments ds imsgem

' nit
f-1 THEW FLOT u
: AL uili+l, jr-uvii,
v 1, j)

it=ni-1 THEMW SL0OT wii, gl
RALU i PR SRR T
3 HE 1

TR S
i,J+1}—W{1,4,
SEQ NExXT
S7TQ MEXT |

biadd
Jl v

4. Exemplos

Daremos cinco exemplos de superficies obtidas com este pro-
grama.

1. Fig. 3: cone recto de equagdo z=r.
2.° Fig. 4: paraboléide eliptico de equagdo z=r?,

Fig. 4
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3.° Fig. 5: cone parabdlico de equagéo z=Vr, com r>0.
4.° Fig. 6: cone hiperbélico de equagéo z=—1r~, com r+0.

5.° A fig. 7 apresenta a superficie z=% obtida com rmn=1,

Tmax=4, Omn=0%, Onax=270°, n,=5¢ ne=20.

Fig. 7

2 Coordenadas esféricas
1. Deﬁnicd‘es

Na figura 8, o ponto M ¢ definido pelos dois dngulos ¢ @ © e pelo

el nlmero r = OM. ¢ e O serdo designados respectivamente por latitude
e e longitude do ponto M.

z
M
Oler—]--
\2
6
Fig. 8
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Estes trés numeros constituem as coordenadas esféricas do
ponto M.
Obtemos facilmente:
X=Tr COS ¢ COS O,
y=r cos ¢ sen O,

z=r sen o.
Em coordenadas esféricas a equagao de uma superficie é do tipo
r=1(0,¢).
2. Varidveis do programa

O esta compreendido entre Omin € Omax, € @ eNtré Ymin € Ymax.
Os intervalos [O min, O max] © [¢min, ¥max] S80 divididos, respectiva-
mente, em ne—1 e n,— 1 partes iguais. Obtemos ent3o:

B ] 1) | Sk
n9—1

para 1<ig<ng e

Gi=omn®(—1) [M]
n,—1
para 1 <j<n,.
Os pontos da rede correspondente tém por coordenagas:

x(i,))=f(©,¢)) cos ¢; cos O;
Y(|l])=f(e'v¢l) COos i sen ei
2(i,J) =f(0i,¢)) sen ¢,

3. Programa

© é representado por T, ¢ por F, ng por NT, n, por NF.

Para utilizar este programa € necessario primeiramente definir a
fungédo r=f(T,F) completando- a linha 10.

O programa engloba cinco partes:
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4. Exemplos

1.° Em coordenadas esféricas, a equagao de uma esfera de raio
1ér=1.

As figuras 9 e 10 mostram uma semi-esfera e uma esfera completa
vistas em perspectiva cavaleira, sem eliminagdo de partes escondidas.

190

2.° Seja a equagdo r =0 com 45° < ©

YN, =nhe =‘16, obtemos a superficie da figu

<180°, 0° < ¢ < 270°. Para
ra 11, em forma de concha,
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3 Caso geral 12
20 pu
1. Defini¢do de uma superficie Wi o ¥
Sejam u e v dois pardmetros quaisquer e sejam f, g e h trés fun- & el
¢bes numeéricas das variaveis u e v. ' S s 5%
Consideremos x=f(u,v), y=g(u,v) e z=h(u,v). Os trés nimeros =@ "
assim definidos podem ser considerados como as coordenadas de um R
ponto do espago. . g@ I tinu
Para u variando de Ui € Upax € v variando de Vumin @ Vmax O CON- ;_-}‘ = ERER
junto dos pontos que tém como coordenadas x=f(u,v), y=g(u,v) e am I

z=h(u,v) constitui uma superficie.

L s

g,

2. Varidveis do programa

Os intervalos [Umin, Umax] € [Vmin, Vmax] S80 divididos respectiva-
mente em n,—1 e n,— 1 partes iguais.
Resulta daqui:

Ui = U + (1= 1) [

o
I
L
i

D bl I

Umax—umin]
nyg—1
para1<i<n,e

v 1 [fem Yo
-

para 1 <j<n,.
Define-se assim, como nos casos precedentes, uma rede de pon-
' tos. Estes pontos tém como coordenadas:

X(i,j) = f(uy, v)) i e sy
y(i)) = g(ui, v) ¢ }
Z(I,]) = h(uly V]) e §
: e3
Finalmente, o ponto de coordenadas x(i,j), y(i.j) e z(i,j) sera repre- Qe
sentado pelo ponto de coordenadas wi,j) e q(i,j) no plano de projeccao. . T
LIRS
3. Programa O, i +.378x3 01,
s V=T 1,0 ¥. 37529 (4

Devemos antes do mais definir as fungdes f, g e h nas linhas 10,
11 e 12, :
O programa, ainda neste caso, é formado por cinco partes.

dados & calcuilc dos int

Jrdwmin THEM LET wmi

-
s
m
i
m
..|
i
23
5

1,4t sqmin

i,J}swmas THEHW LE

n

[ RV |

# THEHW LET auma

mw

i dlsam
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2.° A figura 13 representa uma «fita de Moebius» de equagées:

Y.
2

5+v cos

)COS u

X =

u

5+v cos

—) sin u
2

(
(

y=

vsenH

2=

=30 e

1, ny

6,28. Vmin = — 1- V max

Escolheu-se Umin=0, Umax

ny=2,
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4. Exemplos

cos u,

1.° O cilindro da figura 12 tem como representagdo x

senuez

=V.

y=

—4 e Vpax=4.

escolhemos Umin=0, Umax=6,28, Vmin

it

A
ERAEBAMEHRE L.
e e Y N o G U
__:M___.ﬂ:_.._.___

) T G R O I R B |
___w__._._wL__w__ﬁp_J__
_._ e, 1y L { Y - J_U.

i

Fig. 12
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3.° Substituindo o nimero 5 pelo nimero 0,5 nas equagdes que 15
caracterizam a «fita de Moebius», obtemos a superficie da figura 14. 5

4.° Finalmente a figura 15 mostra um toro cuja representagdo é AS PROJECCOES CONICAS
Xx=(2+cos u) cos v, y=(2+C0S u) sen v, z=sen u.

A descoberta da perspectiva linear deve-se a dois florentinos, o
arquitecto Filippo Brunelleschi (1377-1446) e o pintor Leon Battista
Alberti (1404-1472).

Apos esta invengé@o, o quadro passou a ser considerado como
«uma janela aberta através da qual se vé o tema a pintar» (ver a
figura 1).

A nocgéo de raio visual permite em seguida associar a perspectiva

linear a uma teoria fisica da visdo.
i A partir do século xvil, a perspectiva linear, considerada como
Yt moda cientifica de representacdo do espago e «perspectiva verda-
deira», viria a constituir o essencial no ensino académico em pintura
e arquitectura.

5. Observagées

1.° Consideremos x = u, y = v: obtemos z = h(u, v) = h(x, y). Se bem
que seja muito mais lento, este programa permite, portanto, obter todas
as superficies construidas recorrendo ao programa do capitulo 11,
paragrafo 2.

2.° Do mesmo modo, podem obter-se as superficies representa-
das por coordenadas cilindricas. Basta considerar x=u cos v,
y=usenv e z=h(u, v).

Fig. 1. — Gravura de A. Durer (1471-1528)
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1 Defini¢édo e propriedades

1. O observador encontra-se em O,; escolhamos um plano de
projeccé@o P, o quadro. Seja M um ponto qualquer do espago. Se a
recta (OM) néo for paralela ao plano P, ela encontra este plano em M’.

M’ é a imagem de M na projecgdo cénica do centro O, e plano
P. A perspectiva linear & uma projecgéo cdnica.

A figura 2 mostra como € possivel obter a imagem de um cubo em
projecgao conica.

Fig. 2

Nesta figura, o plano de projecgédo esta colocado entre o observa-
dor e o objecto, mas poderia encontrar-se atras do objecto ou do obser-
vador.

Em qualquer caso, as dimensdes da imagem podem ser muito
superiores as do objecto.

2. Demonstra-se que uma projec¢do conica mantém o alinhamento
dos pontos: a imagem de uma recta é portanto uma recta.

Pelo contrario, o paralelismo ndo é conservado: as imagens de
duas rectas paralelas ndo sdo, em geral, rectas paralelas.
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Consideremos, por exemplo, a imagem de um cubo. Conforme a
disposi¢do do plano de projecgdo relativamente ao cubo, podem
verificar-se trés casos:

1.° Se o plano de projeccéo é paralelo a uma face do cubo, existe
apenas um ponto de fuga. Na imagem, duas familias de arestas sdo
paralelas (figura 3a).

2.° Se o plano de projecgdo nédo é paralelo a qualquer das faces
do cubo, mas é paralelo a uma familia de arestas, verifica-se a exis-
téncia de dois pontos de fuga (figura 3b).

3.° Se o plano de projecgdo ndo é paralelo a qualquer das ares-
tas do cubo, existem entdo trés pontos de fuga (figura 3c).

Fig. 3

2 Férmulas fundamentais

As coordenadas de M’, imagem de M numa projec¢é@o conica,
exprimem-se simplesmente em fungdo das de M desde que se esco-
lha como referencial um sistema de coordenadas ligado a posi¢éo do
cbservador.
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1. Definigbes

O olho do observador esta colocado em O, e este ponto consti-
tui a origem de um sistema ortonormado considerado «ligado ao obser-
vador».

Neste sistema O.UVW, o eixo O,V constitui a linha de vista, isto
é, a direccdo em que o observador olha.

O plano de projecgdo é escolhido de modo a ser perpendicular &
linha de vista. Esta colocado a uma distancia d do observador.

2. Caélculos

Seja M =(u, v, w) um ponto do espago.
Se v+0, M’ existe e tem como coordenadas u’, v’ e w’ no sistema
O.uvw (figura 4).
Os triangulos O.TH’ e O.KH sdo homotéticos:
O, T TH' O.H’

0K KH O.H

Resulta daqui:
u=ux—

5l H’ n y’

Fig. 4
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Os triangulos O.H'M’ e O.HM sdo igualmente homotéticos:

M'H — OH’
H O¢H
Donde resulta:
w’ =w><g
\"

3. Conclusées

Seja M um ponto de coordenadas u, v e w no sistema ligado ao
observador.

Para v#0, M tem como imagem M’, cujas coordenadas, neste
sistema, sdo u’=u% e w'=w%‘

Resulta daqui que, no plano de projeccéo, se podem escolher u’
e v’ como coordenadas de M'.

3 Calculo da imagem de um objecto
Este calculo sera efectuado em varias etapas, consistindo o essen-
cial do calculo em mudar de referencial.

Para tal, utilizar-se-4 o método ja usado no capitulo 5, paragrafo 5.2.
Note-se que este método ndo € o unico, existindo outros.

1. Descrigdo do objecto
Escolhe-se um sistema ortonormado, o sistema de definigdo, rela-

tivamente ao qual se calculardo as coordenadas dos diferentes pon-
tos caracteristicos do objecto a representar.

2. Escolha da posi¢ao do observador

Este encontra-se colocado em O., de coordenadas Xo, Yo, Zo rela-
tivamente ao referencial de definicdo Oxyz.

3. Escolha da linha de vista

O observador vé um ponto P, de coordenadas x,, y, € z, rélati-
vamente ao referencial de defini¢ao.
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A linha de vista é a recta O, P,.

Esta recta s¢ existe se P,+O,: deveremos, portanto, ter x, # Xo,
YV * Yn-

Nos programas mais «profissionais», define-se a linha de vista
recorrendo a trés angulos. Consultar a obra de J. L. Vuldy indicada
na bibliografia.

4. Escolha do plano de projec¢ao

Este serd colocado entre o observador e o objecto, perpendicular-
mente & linha de vista, a uma distancia d do observador.
No referencial ligado ao observador, devemos ter portanto d>0.

5. Mudancga de sistema

O sistema de definicdo Oxyz deve ser substituido pelo sistema
ligado ao observador, O,u v w.

; : 5 ST o =

Isto equivale a determinar trés vectores unitarios iz, j» e k2 orto-
gonais entre si e formando uma base directa.

O eixo O»v deve apontar para o ponto observado P,: devemos,

=

portanto, escolher o vector unitario da recta O, P, como vector j».
Designemos por d; a distancia que separa o observador do ponto
visado:

di=V(Xy—X0)2+ (v — o) + (zv— Z0)

Como P, # O, temos d; #0; consideremos portanto:

Xv—Xo Yv—Yo Zy—2Zo
, b= , C=
d1 d1 d‘]

a=

—> —
Dado que O: P, =(Xy—Xo, ¥v—Yo, Zv—2d), j2=(a, b, C).
Seja agora d.=Va®+b? se x,# Xo OU Seja Yy, # Yo, teremos d»#0.

O vector I_;=(d£ —di, 0) existe portanto, é unitdrio e ortogo-
oy 2 2
nal a j..
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Para terminar, consideremos k.=i.Aj.: obtemos entdo

S f a8 be
kg-( =, -2

O sistema (O-, |—; j—; l:;) constitui o referencial O.uvw procurado.

6. Cdlculo das novas coordenadas

Seja P um ponto de coordenadas X, y, z no sistema Oxyz e de coor-
denadas u, v, w no sistema O.uvw.
As férmulas do capitulo 2, paragrafo 6.2 permitem escrever:

b sy o dE
s (X —xo) i (y—Yo)
v=a(X—Xo)+b (y—Yyo)+C (z—20)

= 2 (x—x0)= 2 (y-yo) +d2 (2~ 20)
d. d.

7. Coordenadas da imagem

Seja P’=(u’, v, w') aimagem de P’. O plano de projec¢ado é para-
lelo ao plano O.uw. U’ e w’ sé@o, portanto, as coordenadas de P’ num
referencial ortonormado deste plano de projecgao.

Aplicam-se entdo as férmulas do paragrafo 2.3.

4 Corte da imagem

O campo visual do observador constitui a piramide de visdo. A
figura 5, extraida de uma gravura de A. Bosse (1602-1676), permite
compreender como € definida esta piramide.

Os objectos situados fora desta piramide ndo sdo evidentemente
vistos pelo observador.

Os objectos colocados parcialmente fora desta piramide s6 séo vis-
tos em parte, tornando-se necessario proceder aquilo a que chama-
remos corte da imagem.

Esta operagdo necessita de um tempo de cdlculo extremamente
importante, pelo que nos contentaremos com indicar o seu principio,
baseado no algoritmo de Cohen-Sutherland.
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Fig. 5. — Segundo gravura de A. Bosse. Século XVII

1. Equagées da pirdmide de visdo

Sejam h a altura do visor, L a sua largura e d a distancia do obser-
vador ao plano de projecgéo.
Seja O.uvw o referencial ligado ao observador e seja M =(u, v, w)
um ponto qualquer do espago.
Por M passa um plano paralelo ao plano de projec¢éo. Este plano
corta a piramide de visao em A, B, C e D (figura 6).
Os planos 0.AB, O.CD, O.AD e O.BC tém, respectivamente, por
equacdes:
Qu+hr—2dw=0
Ou—hr—2dw=0
tu—2dv+0w=0
tu+2d v+0w=0

204

Fig. 6

2. Os indicadores de posigao

A cada ponto M = (u, v, w) pode associar-se um indicador de posi-
¢do: trata-se de um cddigo binario de quatro casas que permite defi-
nir a posigdo de M relativamente aos planos O.AB, O,CD, O,AD e
O.BC.

Para determinar este indicador, procede-se do seguinte modo:

— O indicador € inicializado para 0000;

— Se w ;%, M encontra-se acima do plano O.AB e colo-
ca-se 1 na primeira casa do cddigo;

—Sewg —2—2;, M encontra-se abaixo do plano O.CD e co-

loca-se 1 na segunda casa do cddigo;

—Seuz #, M encontra-se a direita do plano O.AD e co-

loca-se 1 na terceira casa do cédigo;

— Finalmente, se u g—%, M estd a esquerda do plano

0O.BC e coloca-se 1 na ultima casa do cédigo.
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Obtemos assim nove indicadores de posigdo possiveis, um para 1.° caso: .
cada uma das nove regides do espago onde se pode encontrar o ponto ‘ Os dois indicadores valem 0000 cada um (figura 8).
M (figura 7).
B} A
M2
1001 1000 1010 /
B A My
4
C D
0001 0000 0010

Fig. 8. — M e M sdo visiveis. Desenha-se a aresta M1M2

C D 2.° caso:
0101 0100 0110 S6 um indicador é igual a 0000, por exemplo o de M;.

Fig. 7 i
14, Mz

3. Visibilidade de uma aresta M1

Seja MM, uma aresta qualquer do poliedro a representar.
Para qualquer ponto M da recta (M:iM;) existe um numero k tal A
o - . i . & 3
que My M=k M;M.. Esta igualdade constitui a equacgéo vectorial da /
recta (ver o capitulo 4).
Se 0<k <1, M pertence ao segmento [M;, Mj].
Podemos utilizar esta propriedade para determinar a parte visivel

Fig. 9. — S0 k4 esta compreendido entre 0 e 1. Desenha-se M1l4

da aresta [MM,].
A recta (M;M.) corta as rectas (AB), (BC), (CD) e (DA) em pelo 1 la
menos dois pontos ou em quatro no maximo.
Quando existem os quatro, designaremos estes pontos por |1, I,
|3 e la. |
As equacbes das rectas (M;M,), (AB), (BC), (CD) e (DA) podem v 2 W -
facilmente ser determinadas. Permitem calcular as coordenadas dos
pontos Iy, 12, 13 € l4. C D
A equagéo vectorial da recta (M;M.) permite em seguida associar
os numeros ki, k2, ks € ks @ cada um dos pontos.

Conforme o valor dos indicadores de posi¢do de M, e de M., ser- .
-nos-a necessario distinguir trés casos. Fig. 10. — S6 k2 esta compreendido entre 0 e 1. Desenha-se M1l2
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M2

B| A
]
M4

€ 13 |[D

Fig. 11. — S0 k4 esta compreendido entre 0 e 1. Desenha-se Ml4

B A/
| Ve

4

My

CL713 D
I2

V

Fig. 12. — k2 e k3 estdo compreendidos entre 0 e 1. k3 ¢ menor do que ka.

Desenha-se Ml3

3.° caso:
Nenhum indicador é igual a 0000.

= .|

M2

Fig. 13. — S6 os 2 indicadores possuem um 1 na mesma casa,
a aresta [M1M3] nao é visivel
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Fig. 14. — Se os 2 indicadores ndo possuem um 1 na mesma posi¢ao, substitui-se
a aresta [M 1M2] pelas duas arestas [M1J] e [JM2], designando J o meio de [M1M3]

Ao fim de algumas etapas, cair-se-a necessariamente num destes
casos. /

5 Programa simplificado

Representemos, em projecgao cénica, a casa da figura 15.

Utilizaremos um programa englobando sete partes.

Este programa é considerado simplificado na medida em que foi
evitado o recurso a um procedimento de corte.

1. Descri¢do da casa

Numeremos os vértices do modo indicado na figura 16 e calcule-
mos as coordenadas destes vértices relativamente ao referencial Oxyz.
Obtemos a tabela seguinte:

Numero X y z
1 -50 -40 0
2 50 —-40 0
3 50 40 0
4 -50 40 0
5 -50 —40 30
6 50 -40 30
7 50 40 30
8 -50 40 30
9 -50 0 80

10 50 0 80
11 50 -10 0
12 50 -10 20
13 50 10 20
14 50 10 0

O contetdo desta tabela esta guardado numa instrugdo DATA.
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210

v

8
2
2
10 .
8
Fig. 15
9, 10
7
13

n

14

Fig. 16

2. Ponto observado e posigdo do observador

Escolheremos a origem do sistema de coordenadas como ponto
observado: teremos, portanto

Xy=yv=2,=0

Definiremos um valor minimo d i a distancia que separa o obser-
vador daquele ponto: uma vez e meia a duas vezes a dimensao
maxima do objecto a representar. Isto permite evitar a utilizacdo do
procedimento de corte.

3. Distancia observador/plano de projec¢do

Esta distancia ndo tem qualquer influéncia sobre a forma da ima-
gem, mas apenas sobre as suas dimensodes.
Considera-la-emos igual a 1.
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4. Mudanga de sistema

Calculamos as coordenadas u, v, w de cada vértice no sistema
ligado ao observador.

5. Célculo da imagem

As variaveis x, y e z podem ser reutilizadas. Designaremos, por-
tanto, por x e y as coordenadas de cada vértice no plano de projecgéo.
Calculamos x e y gragas as formulas do paragrafo 2.3.
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6. Enquadramento da imagem

Actuamos em dois tempos:

1.° A cada ponto (x, y) da imagem é associado, pelo procedimento
do capitulo 3, um ponto de coordenadas kix + 11 e kay + 2.

Os parametros k1, k», |1 e |, sdo calculados de modo a inscrever
a imagem num rectangulo de 150 x 250.

Designamos ainda por x e y as coordenadas obtidas.

2.° Quanto mais afastado estiver o observador do objecto, mais
reduzidas sdo as dimensdes da imagem.

Para ter em conta este facto, associamos ao ponto (x, y) o ponto
que tem como coordenadas:
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8. Condigbes a respeitar para obter uma imagem

O método escolhido para efectuar uma mudanga de referencial
obriga a ndo usar x, =X, e Y, =Y, simultaneamente. Se esta condigdo
for respeitada, o parametro d, da linha 210 ndo é nulo e obtemos
uma imagem.

9. Algumas perspectivas obtidas

1.° As figuras 17, 18, 19, 20 e 21 mostram a casa tal como € vista
por um observador que se aproxime em linha recta.

Fig. 19

Fig. 17

Fig. 18

Fig. 20
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2.° Asfiguras 22, 23, 24 e 25 mostram a casa vista a partir de posi-
¢Oes bastante diferentes entre si.

Fig. 24

Fig. 23 Fig. 25
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3.° As figuras 26, 27, 28 e 29 mostram a imagem da casa para
uma distancia reduzida entre o observador e a casa. As distorgdes obti-
das permitem compreender que a projecgdo conica ndo corresponde
de facto ao funcionamento da nossa vista em visdo préxima.

Fig. 26

Fig. 27
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Fig. 28

Fig. 29
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1. Caso do cilindro
2. Cone
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14. REPRESENTAGOES PARAMETRICAS DAS SUPERFICIES

1. As coordenadas cilindricas
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